
9U
z NrHsNnH 0008-[
TZ rss v8lss I luv

Hlr Nnl r0 ^_Lrsur^lNfl lvJINHlrl
^ l1l l,,ll,,lvu 90 -LoH d l0 8l VHJ

NNUg NINUV

^Ullhll^lvU9010Hd I9NVU-lS01l l.lI

S]IlSIIV$ ONV ,\IIIISVII]U'A]ilN]]V

rrdvd 0rrNrs 3 ud

8t5r'lr- hr
^ r l3l'l l..lv U 90I0 H d U0l

,^N0

hin r s0d l/l^s

lSn9nv.Nr0H)lors

^rrr los rvNol rvN u3-tN I
I SS I NhNJ

sstr9N0l-ur-LNI



-uä6 ! uo paspq aq ,{eul urtq,{ ({JpssaJau aq o1 stusäS sLapoul .li o uorlpz!pJppuplS p OS
's!rpr6o.rd Jafnduol 6u!Xs txa

Jo Ä?!trqpr!Ldde pup ,{1tL!qtlpdlltOr €q+ s;lnpaJ pup uo!snluol utplJoa p 01 sppäl
srql sasParrur sLepoul lpa!1.puaq?€u j0 Jaqunu aq1 sulalqo,rd luaJaJlrp J.o Jaqutnu

6urspoJau! up q1t/{ 1€q1 partlou,{LlpJaua6 s! 1! ÄJ1ällulp.t6o?oqd a6up.r-asotl Lll

!ra Iq 0]aql p!E lueLllsnu!1P.rq!lP.-]tas JoI apour I Pa!lpureqlPU öq.L'€

Lr0!+rnp0JluI

'sualq0rd uor?pu_ !Jalap 1u!od u! 6urJpaddp uallo sasaqlod,{q 1sts1 o1 pe^rJ
-3p ars sr.io!Ja1!Jc lsa? 0uros pup spoqleul tpt!1sl1p1s teraue6 01 apeu s! a_.uaJaJ.

-aJ slLnse,r luaurlsnfpp sLpunq lo s!s{Lpup ä^r}ralqo ,ttep!/{ p rxJo}Jad of räpJo uI
'paluäsaJd s !

uo!1nq!Jls!p tuLod a6€urr g x g e rol las aLqelrns p pup papuäululoreJ sr. sL€rLlou
-,{tod tpuoöoqtro €1s!Jp^!q I,o ldeluotr aql snql .1es JalaupJpd Lpuo!1!ppp eLq LxeLl

pue Ip,]ö!a6 p saJr.nbar s,loJJa a6ei.ur lrlpualsfs Jo uo!+psuaduoa allsuöqaJduol
V anbr.uqlel u o ! 1 p r q L I p r - J l € s iql .pn L.u r lsnui Iapoul a tpunq p a d o I e ̂ a p ,f I q 6 L q V

'seldrxpxa aLdutrs auos lo pLe äq1 q1!r,4

,,ÄlrLrqp!LaJ,, pu! L'fapJnaapI sl]lr€l aql llo )iJpur ot radpd srql Jo €^!laafqo auo
s! 1l tlp ]€ aLqe!taJ 6ur3q lnoqlr/,1 älprnJ!p 3q .(eu 1! Jo slrpd.lo uals,{s p 1eq1

aa!10u o1, lupi.lodurr sr 1I .^1!rntes lprr?s!+p1s Lr!efr3r p q1!/,1 pelaö1ip aq upr
azrs ur!1Jör p I,o sJoJrs sso,16 lt ,atqptlaJ!, palLpJ aq,{plr Llt3lsfs v .uo!l.aa1ep

JOJJa SSOJ6 qt!A UO!1!euuol u! pasn f,tureu pup sJoJJa täpour,o ulaLqord €Ll1 rllllr
palrauuor ,{l6uorls s! r!do1 s!q} /2,, ./Z/ fraaql, ^t!trq€!tar e,,prrrg uo past€
'u0fluetlr ör0!r q1!^1 p.Lpnls aq ptnoqs suralsfs aqt lo Ä1r. 1!qp!teJ aq1 .ra^oaJol^l

',{.rpssts!au ,{lelnlosqp suo!lpnlrs luarpdsup./1-uou auos u! q6noql ,Jplndod,{re^ lou
€rp rxol.sfs elpunq paltddp eqt uo sa!pnls ,{.p,tnr.p !Jo!Jd-p atdu!s ,{la^!1Blar ua^l

',(Jlaulutp.r6oloqd u ! rlo r1us1tp
ä.1or1r Pu!J pLnoqs fsapoa6 u! päsn ,{lu!pur sfpppaou (,'ip.1a '/9/ i?aq!) uorlptu!1

-sa a.up!.1p^ !iorrelsod-! pue (./aa/ ?1?atlcg '/3/ puaaD.iLnt) uorlpuLurratep u6!sap

)ro^11äu Jo saJnpeaord snoro6!J snql ,{lr lLqeL ta.r pue ,{)€rn)re q6!q lo aq o1 a^Bq

sltnse.r eq1 lL ,{tLp!aadsa 'f.rleuiupJ6oloqd i6uP,r-tssolr u! luau3J!nbar !!9eq p sP
paprp6eJ s! spoqlau padoLe^ap .{tq6rq 'LPJaua6 }o uo!1Pt!tddP pu€ uorlPa.r: i,q+ os
'surpJ6oJd Jalnduoa u! qlL/'{ ),10r o1 luarua^uol erour rp.l, snql pup raILpüi aJp,{lLc
-r€uab srrälsfs eul a.reur! ',{rlauup./60}oqd a6ueJ-asoLr Lr! €nr1 lou s! s!qx s€nb!u

-qra? lpr!1s!1p1s pup Ip]rlp.LuaqlBul petp.!t.srqdos flq6!q lo uo!1€)rLdce aq] sele)
-rLduor,{Llsoru suets,{s rpaurL e6reL }o 6urlpupq a!+ uo!tpLn6uplrl le}Jap u! aL!qr'1

'loafoJd Lp!a€ds E jo suo!ldurnse.rd

*-+j, "--,,p--0,10 uorlnt0s luaJejl!p ^upul 01 pal ;!q? 1sp0 tsq1

uI sJoJJa r!?PLli1S^S pL.rP SuOrlnqrJlS!p LOJIUOr rSUO!1!pUOa UOr+rASralur rLrOLle]

-uaLro ,1o!ralxa !uo!lEiua!Jo Jo!.ralLrr !trrleüoa6 r6PU! ol lradsäJ r.11!,{ suorlrpucr

tua.raJl!p a?Lnb lo fl€!JP^ lPaJ6 aql u! sls!suo. u.ralqoJd ureu aqt uo!1eln6uPr.r1

LP!rap uL punol suor.lrpuo: aql urorJ luafxa srx0s 01 rallrp qtrrqr{ sä,rn1?äJ: lpa
-rd,{} fq pezrral)e.reqf eJe uoL+puruJalap 1u!od rol suel.s,{s a6upJ-asolr Lpl!lftpuV

^u1lr.ü,,rvä9010Hd lSNVr-is0t: NI s3ilsIlv.rs cNV Ä1t.tI€vI ]]d,,lvunllv



e r a l  a n d  f l e x j b l e  s  e  I  f  -  €  a  1  i  b  r  a  t  i  n  g  b u n d l  e  a  d j  u  s t m e n  t  h a v  i n g  p r o v e d  i t s  e f f i c j e n c y
i n  a e r i a l  t r i a n S ! l a t i o n .  F o r  t h e  f u r t h e r  a n a l y t i c a l  t r e a t n e n t  r e f e r e n c e  i s  m a d e
t o  t h e  n o d e l  o f  t h e  e x i s t i n g  b u n d l e  p r o g r a m  1 , 4 8 0 P  ( 1 4 u r i c h  B u n d l e  0 r i e n t a t j o n  w i t h
A d d j t i o n a l  P a r a r n e t e r s ) ,  o r i g i n a l l y  d e v e l o p e d  f o r  a e r i a l  t r i a n s u l ä t i o n  p r o b l e m s :

-2

-  e B  =  A l d x  *  A 2 d x P  *  A 3 d t  +  A 4 d z  -  l B  ; P-  r - t l

PzI dz - ) za ( 1 )

i  d,r  P

=  V e c t o r s  o f  t r u e  e r r o r s  o f  i m a g e  c o o r d i n a t e s ,  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s ,

c o n t r o l  p o i n t  c o o r d i  n a t e s

, d t r d r  =  C o r r e c t i o n  v e c t o r s  o f  p o i n t  c o o r d i n a t e s ,  c o n t r o l  p o i n t  c o o r d r n a t e s ,
e l e m e n t s  o f  e x t e r i o r  o r i e n t a t i o n ,  a d d i t i o n a l  D a r a m e t e r s

c o n t r o l  p o i  n t  c o o r d i r a t e s

I  =  I d e n t i t y  n a t r i x

C o l l e c t i n g  t h e  m a t r i c e s  a n d  v e c t o r s  o f  ( 1 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r

=  V e c t o r s  o f  o b s e r v a t i o n s  o f  i m a g e  c o o r d i n a t e s ,  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s ,

T

1 ,n

42  A3

00

IO

a n d  b y  u s i n g  t h e  o p e r a t o r

v a r l a n c e s  d n 0  c o v a r r a n c e s

c v n a . + e r i n n  F  : . 1

0

0

( 2 )

rhe  ope ra tn r  D  w l ^ i c f  _eads  t o  r he

:,i,))

( ' '
I

0

r  o l
( d x ' ,  d x  ,  d t ' ,  d 2  )

, I T
l , n

o T  r T  r T
( e - ,  e ' '  e '  )

( 1 )  f o r m a l l y  r e s u l t s  i n

A E ( x )  =  E { l  )  ,

E ( x )  =  ! , x  ,  E ( l )  =  ! t  ,  E ( e )  =  0  ,

D { e )  = . " 2 p - 1  ,  ( o -  =  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  u n i t  | r e i g h t
t o  b e  e s t i m a t e d )

( 3 )

T h e r e b y  t h e  c o r r e c t i o n  v e c t 0 r s  o f  t h e  g r o u i d  p o i n t  c o o r d i n a t e s  d x  a n d  o f  t h e

e l e m e n t s  o f  e x t e r i o r  o r i e n t a t i o n  d t  a r e  a l w a y s  i n t r o d L r c e d  a s  f r e e  ! n k n o w n s ,  w h a t
g e ' e " . _ l y  _ P d a s  

t o  f j r e a  n o d e ' s ,

S y s t e m  ( l )  i s  c a l l e d  a  6 e n e . a l i z e d  G a u ß - M a r k o v  f 4 o d e l  ( , { o . l  / 1 2 / ) .  F o r  k n o w n  e x -
p e c t e d  v a _ " e s : ,  a r d  f o r  P ,  =  0 ' r  - 1 a v  b e  i n t e r p " e t e d  a s  ( _ _ \ e d )  q e 9 - e s s i o r  M o d e l' a L

f o y  D _  I 0 .  F r t ,  . 0  ö s  , - . ) e d )  c o l t o c a t j o n  l 4 o d e _  ( f r , " "  ) .  I .  ! f e  g e o d . t . c
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r  - i
Q  ( I  r ^ )  + +  v : .  ,

o r  i f  o n l y  t h e  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  a r e  r e g a r d e d

c o r t r o l  p o i n t  c o o r . i i n a t e s  a r e  i n t r o d u . e d  a s  f r e e  o f  e r r o r s  ( d i a g  ( P p )  '  - ) , l i k e

i t  i s  o f t e n  r e q u i r e d  i n  p r a c t i c e ,  o n d  i f  t h e  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  a r e  t r e a t e d  a s

f r e e  u n k n o ! ' ] n s  ( P Z  -  0 ) ,  t h e  o r d i n a r y  G a u ß - l ' 4 a r k o v  j 4 o d e l  ,  i . e .  t h e  L r s ! a l  c ä s e  o f

A d j u s t m e n t  o f  0 b s e r v d t i o n s  i s  o b t a i n e d .

T h e  f i a i r i x  P p  a l l o w s  t o  i n t r o d u c e  a - p r i o r i  k n o w n  a c c u r a c y  s t a n d a r d s  o f  t h €  c o n t r o l

p o i r t  " r r r d i n a t e s i  t h e  s a m e  d p p l i e s  t o  t h e  m a t r i x  P Z  a n d  t h e  a d d i t l o n a l  p a r a m e t e r s .

U s i n g  P p  =  0  t h e  s y s t e m  b e c o m e s  s i n g u l a r ,

U n d e r  c e r t a i r  c i r c u m s t a n c e s  a n d  w i t h  c e r t a i n  p ä r d m e t e r  s e t s  t h e  t r e a t m e n t  o f  s y s -

t e m a t i c  e r r e r s  a s  f r e e  u n k n o \ , J r s  t P Z  =  0 )  m a y  l e ö d  t o  r e m a r l a b l e  d e t e r i o r a t i o n s  o f

t h e  c o n d i t i o n  o f  t h €  s y s t e m  o i  n o r m a l  e q u a t i o n s .  T h e r e f o r e  i t ' i s  e x p e d i e n t  t o  i r -

t r o d u c e  P Z  1 0 ,  t h u s  p r o t e c t i n g  t o  s o m e  e x t e n t  a g a i n s t  o v e r p a r a n e t r i z a t i o n .

l { i t h  P p l 0 l a e  o b t a i n  a  v J e i s h t e d  m j i i n r a l  f i t t i n g  ( w i t h  r e s p e c t  t o  a  3 - d i m e n s i o n a l

s i n r j l a r i t y  t r a n s f o f m a t i o n )  o f  t h e  p h ö t o g r a m r e t r i c  p o i r t s  o n t o  t h e  c o r t r o l  p o j n t s .

l , J i t h  t h e  s e t  o f  a d C i t i o n a l  p a r a L n e t e r i  f r o m  ( 1 )  y l e  a r e  f u l l y  f l e x i b l e ,  t h e r e  i s  n o

r e s t r i c t i o n  c o n € e r n i n g  t h e i r  n u n b e r  a n d  t y p e .  T h i s  e n a b l e s  u s  t o  i n t r o d u c e  b l o c k -

r n v a r r a n t  p a r a m e t e r s ,  j u s t  a s  p a r a m e t e r s  v r h i c h  b e l o n g  t o  a  s i n g l e  s t r i p ,  t o  a

c e r : a ' .  g r o u o  o f  _ m a g e s  o -  L v - a r  t o  a  s ' r 9 l e ' n r ! e .
I n  c l o s e - r a n 9 e  a p p l j c a t i o r , s  t h i s  c o n c e p t  h a s  t o  b e  e x t e n d e d  b y  o b s e r v a t i o n  e q u a -

t i o n s  f o r  a d d i t i o n a l  m e a s u r e m e n t  e l e m e n t s  a s  a n g l e s ,  d l s t a n c € s  a n d  e x t e r i o r  o r j -
e n t a t i c n  p a r a m e t e r s  a n d  b y  s o m e  s p e c i a l  c o n d i t i o n s  a s  s t r a i g h t  I  i n e  c o n d i t i o n s ,
s u r f a c e  c o n d i t j o n s ,  a f ! 1 e  c o n d i t i o n s  a n d  s o  f o r t h .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  f o l l o w -
i n g  s t u d i e s  t h e s e  e q u a t i o n s  c a n  b e  o m i t t e d  \ 1 , i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y .

T h e  s a m e  a p p l i e s  t o  o t h e r  i m a g e  g e o m e t r i e s  l / l h i c h  m a y  r e p l a c e  t h e  p e r s p e c t i v e  r e -

l a t i o n s .

F o r  t h e  d e t e r m i n a b i l i t J ,  o f  s y s t e i n a t i c  e r r o r s  a n d  t h e  r e l a t e d  e i g e n v e c t o r  p r o b l e n l

s e e  a ! ü t 1  / 1 i  / .
' I  h e  p r o b l e f i  o f  a  s ! i t a b l e  c h o i c e  o f  a n  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r  s e t  v J a s  r e c e n t l y  d j s -

c u s s e d  i n  c " ü n  i i a / .  T h e r e b y  t h e  f u n c t i o n a l ,  n u m e r i c a l  a n d  s t a t i s t i c d l  d d v a r t ö g e s

o f  b i v a r i a t e  o r t h o g o n a l  p a r a m e t e r s , i n t r o d u c e d  b y  E b n e !  / € / ,  h a r e  b e e n  e m p h a s i z e d .

A  s i r a t e g y  i n  a d d i t i o n a l  p a r a , n e t e r  c o n s t r u c t i o n ,  i . e .  t h e  c h o i c e  o f  t h e  d e s i g n

m a t r i x  A 4  ( s e e  ( 1 ) )  m u s t  c o n s i d e f  t w o  b a s i c  r e q u i r e m e n t s i

-  T h e  e s t i f i a t i o n  o t  x  a n d  c f  i n  1 3 )  h a s  t o  b e  u n b i a s e d ,  i . e .  t h e  s y s t e m a t i c

d e f o r m r t i o n s  h a v e  t o  b e  m o d e l  e d  a s  w e l  I  a s  p o s s i  b l  e
-  T h e  v a r i a n c e s  o f  t h e  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  { a n d  o f  t h e  o t h e r  p a r a m e t e r s  o f

s y s t e n  ( I ) ) s h o u l d  b e  a s  s f i a l l  a s  p o s s i b l e .

T o  t h e  f r ' r s t  p o i n t  - a x p e r ' r ' e n c e s ,  9 a i n e C  o v e r  n r a n y  y e a r s !  h a v e  s h o \ , / n  t h a t  p o l y n o m i -

ä l s  a r e  a  p r o p € r  d e v i c e  i i  B o d e l l i n g  s y s t e n ü t i c  i f i a g e  e r r o r s .  T h e r e b y  t h e  f a v o u r -

a b _ r  p - o D e - T y  J '  o i v a r : a r e  o o _ y . r o , r ' a l s  c o ' s i s t s  i i  i t s  c B D a b i l ' t y  t o  c o m D e ' s a r e

r r e  r o r a l  s y s r e _ a t i c  e f f e c -  a t  a l  p o i n L ,  u -  a  p ,  e s u m e o  " e g , l a r  i m a q e  D o i n t  s c r e e

l E L n e T  / € / ) .
T h e  s e c o n d  r e q u i r e n e n t ,  w f i c h  i n c l u d e s  e q u a l l y  t h e  d e m a n d  f o r  m i n i m a l  c o v a r i a n c e s ,

l e a d s  t o  t h e  c o n d i t i o r

{ 4 )
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0 - -  =  { A ; P ^ 4 , )  - M i n

A s  i t  i s  p r o v e d  ) n  F . ; .  l i E , / ,  t h e  m i n i m u n  o f  0 . .  i s  o b t a i n e d  l , l h e n

4 . . ! , 4 . .  r  0  : j  t , . . . , i _ I ,  i  t , . . . , 2
z  =  n L r n b e r  o f  a d d ,  p a r a m e t e r s

(s)

( 6 )

i . e .  f o r  a  d i a g o n a l  v J e i g h t  m a t r i x  P B  t h e  o p t i n r a l  c h o i c e  o f  A 4  i s  o b t a i n e d ,  i f  t h e
c o l u m n s  o f  A ,  a r e  o r i h o g o r a l ,  n o t  n e c e s s a r i l y  o r t h o n o r m a l  .  ( N e n c e  o r t h o g o r a l  i t y  i  s
d e f i n e d  a s  :  A ' P A  =  D ,  D =  d i a g o n a l  m a t r i x ) .

A l t h o u g h  t h e  c o n c e p t  o f  o r t h o s o n a l i t y  i s  s t r o n g l y  v a l i d  o n l y  i n  t h e  c a s e  o f  e x -
t r e m e l y  r e g u l a r  n e t w o r k  a r r a n g e m e n t s ,  o r t h o g o n a l  s e t s  p r o v i d e  i n  p r a c t i c e  f o r  t h e
h c  ( i  n . ( < i h l .  i . l a n a . . l a n . 0

I t  i s  c l e a r  t h a t  i n  a e r i a l  t r i a n g u l a t i o n  s y s t e m s  o r t h o g o n a l i t y  i s  m o r e  l i k e l y  t h a n
1 n  c l o s e - r a n g e  s y s t e m s .

F o r  a  3  x  3  i n a g e  p o i n t  d i s t r i b u t i o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o r t h o g o n a ' l  a d d i t i o n a l  p a -

r a m e t e r  s e t  w a s  d e r i v e d  b y  E b r e x  / € / .  R e c e n t l y  t h e  a u t h o r  d e v e l o p e d  a r  o r t h o g o n a l

s e t  w i t h  r e s p e c t  t o  a  5  x  5  i m a g e  p o i n t  d i s t r i b u t i o n .

| 1 j i t h -T

r  =  x2  (xz  -

2

9
7n

3 1
2 A7A

3 t

I

b 2  )

q-v2

s  -  y 2 ( y ? o' )  - , b 4

t 7  , 2
2A

ax  =  a12x

Äy  =  -a  
12y

0+0

-  -  1 0 .

0+0

o - i,., l9p 1

D 1 3 K  + D 2 2 x y  +

+  b t s r  + b 2 4 ! y p + b 3 3 l l

( 7 )

0 +

+ 0 ,  " ) (  
y c  + b - .  s +

"  311

0

0

+  b 1 4 x p  +  b 2 3 y k + b 3 2 x l  +  b 4 1 y q +(Äv.

( ax .

( r ,v .

( i x .

{ rv .

( ^ x .

(Äv.

( ^ x  .

( 4v '

. )

. )

. )

. )

. )

. )

. )

. )

. )

a  1 5 r  + a  2 4 x y p  + a 3 3 k l

0 + 0 + 0

+ a 4 2 x y q +  a 5 1 s

+ 0 + 0

+ a 2 5 y r  + a 3 4 x l  p

+ 0 + 0 +0+0 +  b 2  S y r  + b 3 4 x l  p + b 4 3 y k q + b 5 2 x s +

+ a 3 5 1 r  + a 4 4 x y p q + a q 3 k s

+ 0 + 0 + 0 + b - . 1  r  + b , " x y o a + b . ^ l s  +

+a4syq r+a54xps  +  0  +  0  +a55 rs+  0

+  0  +  0  +b45yq r+b54xps+  0  +b55 rs



F i  g u r e  i r  R e g u l  a r  i r n a g e  p o i n t  s c r e e n s

@ . . .  3 x 3  d i  s t r i b u t i o n

o . . .  5 x 5  d i  s t r i b u t i o n

o"@
-Fb--+

F o r  v e r t i c a l  p h o t o g r a p h y  a n d  f l ä t  o b j e c t  t h i s  s e t  i  s  o u t l  i f e d  t o  b e  e v e n  i n d e p e n d -

e n t  o n  t h e  e x t e r i o r  o r i e n t a t i o n  e l e m e n t s ,  l J n d e r  v e r y  g e n e r a l  c o n d i t i o n s  ( l a r g e

r o t d t i o n  e ' l e m e n t s ,  s p a c e  c h a r a c t e r  o f  t h e  o b j e c t )  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s e t s  c a n  b e

e l t e n d e d  b y  s o m e  o f  t h e  6  c o e f f i c i e r t s  w h i c h  a r e  h i g h l y  c o r r e l a t i n g  w i t h  t h €

6  e x t e r i o r  o r i e n t a t i o n  e l e m e n t s  i n  t h e  c a s e  o f  v e r t i c a ' l  p h o t o g r a p h y  a n d  i l a t  o b -

i p . r  - 1  1 - t > - .  '  - 1 r  l F . .  s F r  / h p - 6  r h F  o , - a - e T e - q  o f  i n r e r i o r  o r i e r T d -

t i o n  a r e  a l s o  i n c l ! d e d ) .  l , l i t h  t h e  c r e a t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  s e t  o n e  h a s  t o  p a y

E t t e n t r o n  t o  t h e  s e q u e n c e  o f  t h e  r o t a t i o n  e l e m e n t s .  F o r  e x a m p l € ,  i f  r  i s  c h o s e n

d e p e n d e r t  o n  (  a n d  o  t h e r  o n e  o f  t h e  t w o  l j n e a r  t e r m s  | , { h i c h  l e a d  t o  i m a g e  t o r s j o n s

h a s  t o  b €  r e j e c t e d  a - p r r ' o r i .

E e c a u s e  o f  t h €  p o s s i b l y  h i g h  c o r r e l a t i o n s  t h e  e x t e n d e d  s e t s  h a v e  t o  b e  t s p p l i e d

v e r y  c a r e f u l l y .  T o  p r o t e c t  a ! a i n s t  o v e r p a r a m e t r j 2 a t i o n ,  j . e .  t o  a v o i d  t h e  i n t r o -

d u c t i o n  o f  r e m a r k a b l e  i n s t a b i l i t i e s  i n t o  t h e  l i n e a r  s y s t e f i  ( l )  s o p h i s t i c a t e d  s t a -

t i s t i c a ' l  t e s t  m e t h o d s  n u s t  b e  u s e d  f o r  ä d d i t i o n a l  p a r a n e t e r  s j g n i f i c a n c €  t e s t i n g

i r  a n y  c a s e  ( s e e  G ? ü a  / 1 t / ,  / i i , /  a n d  a l s o  s e c t i o r  D l  o f  t h i s  p a p e r ) . 0 n e  h a s  t o

n o t e  t h ä t  t h e  1 - d i n e n s i o n a l  S t u d e n t  t e s t  l e a d s  t o  v r r o n g  c o n c l  u s i o n s  c o n c e r n i n g

t . e  € ( L e p t d l c €  o -  y e l e c t ' o r  o '  i r a i " ' d " d l  r o o ' T t o r a l  D o r a - e l P " s  ' f  d B n g e r o ' s  c o r Y e -

l a t i o n s  d o  o c c u r ,  T h u s  a  m o r e  c o m p r e h e n s i v e  t r e a t m e n t  o f  s t a t i s t i c a l  h y p o t h e s e s

C .  A c c u r a c y  a n d  r e l  i a b i l  i t y  o f  c l o s e - r a n g e  b u n d l e  s y s t e m s

N i t h e r t o  i n  p h o t o g r a n m e t r i c  c l o s e - r a n 9 e  s y s t e m s  t h e  a c c u r a c y  w a s  a l m o s t  e x c l u s i ! e l
j n  t h e  c e n t e r  o f  i n t e r e s t .  I n  t t r i s  c o n n e c i i o n  s o m e t i m , . s  d  l o t  o f  | . / o r k  w a s  i n v e s t e d

t o  d e r i v e  " a c c u r a c y  p r e d i c t o r a "  v / h i c h  s h o u l d  r e p r e s e n t  a  k ' i r d  o f  a c c u r a c y  m o d e l s

f o r  s p e c i a l ,  o f t e n  a p p e a r i n g  n e t \ , , o r k  a r r a r g e m e n t s .  N e v e r t h e l e s s ,  a m o n g  a l l  a c c u -

r a c y  p r e d i c t o r s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  n o r n a l  e q u a t i o r s  o f  a  b u n d l e  s y s t e m  i s  s t i l l

t h e  b e s t  o n e ,  I t  a c c o n m o d a t e s  € v e r y  c h a n g i n g  n e t l , v o r k  c o n f i g u r a t i o n  a n d  e v e f y  m o d e l

v ä r i a t i o n .  S o  t h e  d e s i g n  o f  a  p r o i e c t  s h o u l d  b e  c o n n e c i : e d  w i t h  t h e  d e t e r f i i n a t i o n

o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n v e . s e  f o r  s o p h i s t i c a t e d  a c c u r a c y  s t u d i e s .  T h i s  b e c o n e s  i m -

p o r t a n t  m o r e  t h a n  e v e r ,  s i n c e  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a d d i t i o r a l  p a r a m e t e r  s e t s  c o m -

p l i c a t e s  a n  e m p i r i c a l  a c c u r a c y  a p p r a i s a l ,  B e s i d e s  t h e  a c c ! r a c y  o f  a  s y s t e n  i t s

r e l i a b i l i t y  s h o u l d  b e c o m e  a  m a i r  o b j e c t i v e  o f  f u t u r e  s t u d i e s .

T h e  r e l i a b i l i t y  o f  a  m o d e l  d e s c r ' i b e s  i t s  s e n s i t i v e n e s s  w i t h  r e s p e c t  t o  m o d e l

e r r o r s .  I f  a  h i g h l y  d e v e l o p e d  s  e  I  f  -  c  a  I  i  b  r  a  t  i  n  I  b u n d  l e  m o d e l  j s  u s e d  \ , v e  m a J  r e -

s t r i c t  o u r  c o n s i d e r a t i o n s  o n  t h e  p r o b l e n  o f  g r o s s  e r r o r s .



5 o  b ,  j e ' n i  o 1  t l e ' € r -  " - e ' d o ' . i ' y '  s h o "  d  o e s c / t o e  r h e  s y s t e -  s  q , a l ' t i e s

f o r  g r o  s s  e r r o r  d e t e c t i  o n .

I t  w a s  l a a ? j a  / 2 / ,  / 3 /  w h a  d e v e l o p e d  a  r a t h e r  c o m p l e t e  r e l i a b i l i t y  t h e o r y .  N i s

d p p r o a c h  e n a b l e s  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  g r o s s  e r r o r  d e t e c t i o n  p r o b l e m  o n  a  s t a t i s -

t i c a l  b a s i s .  t i d r d r ' s  t h e o r y  m a J  e q u a l l y  b e  a p p l i e d  t o  t h e o r e t i c a l  r e l i a b i l i t y

s  L d ' e s  o '  b , n d l e  a d ' - s r n e . T  s y s : e - s  a s  t o  r r e  d e r e c r  o r  o r  g r a s s  e r r o - s  '  O . a L -
t i c a l  p r o j e c t s .  i o r  d e t a i l l € d  i n f o r m a t i o n  a b a L r t  t h e  w h o l e  t h e o r y  s e e  , / 2 / ,  / 3 / ,  1 t l

t h e  f o l l o w i n g  o n l y  a  s h o r t  e x t r a c t  i s  p r e s e n t e d ,  € s  f a r  a s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o

- . d e - s L a r d  t ' e  p - " c L ' c d  c o r p . r d ' i o r  c  p y e r e r r e d  i - r  t f l s  p a p e r .

S t a r t i n g  f r o n  s y s t e m  ( 1 )  w i t h  t h e  s t a t i s t i c a l  n o d e l

- 6

- e = A x - l  ;  P

D ( e )  =  D ( r )  =  o o 2 p - 1 E t e )  =  0

t  - l  r
( A ' P A )  A  P l  =  q l x A  P l

I  tol- t  t toror-,  t  = $r

( 8 )

v a r i a n c e  u n b i a s e d  e s t i n a t o r s  f o r  x  a n d

r e o u n a a n c Y  r  =  n - u J

( 10 )

(11 )

( \ 2 )

o2 ,  t h "n  i f  Ho  i s  t r ue

2

a n d  f o r  t h €  r e s i d u a l  s  w e  o b t a i n

v - A , - l  - -  1 - A 0 \ ^ ! ' P \ l

a n d  w i t h

v l e  g e t

Quu  =  P -1 -AQr rAT

v  =  -  QvvP l

R e g a r d i n g  n r o d e l  ( 8 )

t h e  t e s t  c r i t e r i o n

a s  n u l l - h y p o t h e s i s  H o  w i t h  E ( i 0 2  / H o )  =

( 13 )

i s  d i s t r i b u t e d  a s  t h e  c e n t r a l  F - d j s t r i b ! t i o n  F ( r , * ) .  T h u s  e  i s  u s e d  a s  a  g l o b a l

t e s t  c r i t e r i o r n  t o t t e s t  t h e  p r e s u m € d  m u l t i - d i n e n s i o n a l  n o r m a l  d i s t r i b L r t i o n  o f

I  ( l  !  N ( A x , c . ' P  
- ) ) .

1 f  H c  i s r e i e c t e d o n e  h a s  t o  s e t  u p  o n e  o r  m o r e  a l t e r n a t i v e  h y p o t h e s e s  H A .

S i n c e  t h e  s y s t e m a t ' i c  e r r o r s  a r e  w i d e l y  c o m p e n s a t e d  b y  o u r  s e l f - c a l i b r a t i n g  m o d e l

v / e  m a y  c o n f i n e  o L r r s e l v e s  o n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  g r o s s  e r r o r s .  T h e n  a  s e t  o f  p

€ _ r e " r a T  v e  h y o o r l ^ e s e s  r A _  c a r  b e  " o - - u l a t e d  a s

t O O ,  o , O  =  o o . O . O ( 14 )

p

I f  H A h  i s  a c c e p t e d ,  t h e n  o  i s  d i s t r i b u t e d  a s  t h e  f o n c e n t r a l  F - d i s t r i b u t i o n

F ( r , - : l p )  l , 9 i t h  t h e  n o n c e n t r a l  j t y  p a r a m e t e r  i p .

P  =  1 , . . , P  a l t e r n a t i v e
n y p 0 r n e s e s

c "  =  v e c t o r  r e p r e s e n t i n g  t h e
r  p r o p o r t i o n s  o f  t h e

g r 0 s s  e r r 0 r s
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H A ^  I  e a d s  t o
'  

t l ; : /AA 'J  =  E ta : /H" )  -  
" " .2p

, " 2  =  ! - L " 2

) . p  d e p e n d s  o n  t h e  t y p e  I  e r r o r  s i z e  d ,  o n  t h e  t y p e
( E ( r p )  =  1 - P ( I I ) ,  P ( I I )  =  p r o b a b i l i t y  o f  a c c e p t i n s

d e g r e e s  o f  f r e e d o m  r ,  - .  F o r  a  g i v e n  d , ß ( i p ) ,  r  w e
n o m o g r a m s  i n  / 3 / ,  p p .  2 I - 2 3 .

I f  N A p  i s  t r u e ,  t h e r  t h e  e s t i m a t o r s  i  a , r d  i " 2  a r e  n o  m o r €  u n b i a s e d .  I f  t h e  e f f e c t
o f  a  g r o s s  e r r o T  v e c t o r  n l p  i n  t h e  o b s e r v a t i o n s  u p o n  t h e  r e s i d u a l  v e c t o r  v  h a s  t o
b e  c o m p u t e d  t h e n  w e  o b t a i n

E(v /HAp  )  =  l ( v /H

(15a )

(15b )

I I  e r ro r  s i ze  F ( ) , p )

can  f i nd  rp  by  us i r g  l c c?Ca ,s

vvo  =  -  Quu

A ' l t h o u g h  i n  p r a c t i c a l  p r o j e c t s  w e  n o r m a l l y  d o n ' t  k f o t  a n y t h i r g  a b o u t  t h e  v e c t o r

c p  -  i t  i n d i c a t e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  g r o s s  e r r o r s  -  e q ! a t i o n  { 1 7 )  e n a b l e s

u s  t o  s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  a n  a - p r i o r i  s u p p o s e d  q r o s s  e r r o r  v e c t o r  n l p  u p o n  t h €

r e s i d u a l  v e c t o r  v .  F r o m  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 ) ,  ( 1 7 )  a n d  f r o m  t h e  i d e r n p o t e n c y  o f  t h e  n a t r i x

p r o d u c t  Q v v P  i t  f o l l o w s  f o r  s m a l l  g r o s s  e r r o r s

T h e  v e c t o r  ! l

rO .  Noro2

p  c o n t a i n s  a l l

o r l  y  o n e  g r o s s

H A 1 :

( 0 ,

t1A1 :

P r l  p

no = cf  rouurc o

e r r o r  i n  t h e

( 16 )

(17 )

( 1 8 )

p t  h  a l  t e r n a t i  v e  h y p o t h e s i

w e  g e !

r l g ( r )  =  o - . t o t

. 0 ,1 ,0 , . , . , 0 )

( re)

a n d  l 4 i  t h

! t  1 ( i  
)  -

c o m b i n i r g  ( 1 8 )  a n d  ( 2 0 )  w e

t l ^ . ,  r l ' { i ) =

r , e .  ! 1 1 \ ' /  r s  t h e  m i n i m a l  g r o s s  e r r o r  ! . / h i c h  c a r  b e  d e t € c t e d  w r ' t h  t h e  p r o b a i l i t y

B ( r 1 ) .  T h u s  f o r  a  c o n s t a n t  r t  f o r  a l l  p o s s i b l e  i  ! 1 1 ( i )  r e p r e s e n t s  a  s u i t a b l e  i n -

d i v i d u a l  r e l i a b i l i t y  i n d i c a t o r  ( " f i e a s u r e  f o r  i n t e r n a l  r e l i a b j l i t y "  i n  8 d c ü a  / 3 / )

F u r t h e r m o r e ,  t a a ! i a  / 3 /  h a s  d e v e l o p e d  a  t € s t  c r i t e r i o n  f o r  t e s t i n g  t h e  r e s i d u a l s

o f  a n  a d j u s t m e n t  (  "  d  a  t  a  -  s  n  o  o  p  i  n  g  '  )  .  I f  H o  i s  r e j e c t e d ,  w e  g e t

_.I ",,t' n 
- =-:-.- 2? )

! i i t h  o n e  o f  t h e  p o s s i b l e  a l t e r n a t i v e  h y p o t h e s e s  ( c 1 , . . . ,  c p )  =  I  f r o m  ( 1 4 )  a n d  b y

u s i n g  a  w e i g h t  m a t r i x  o f  d i a g o n a l  f o r r i  \ { €  o b t a i n

T

( 2 0 )

f o r  d i a g o n a l  P :
'  N 1  =  P i 2  q v i v i  '  G r )

Q v i v j  =  i ! r  d i a g o r a l

e l  e m e n t  o f  Q v v

r 1
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*1 --i-
- o  

\ q v i v i

T h e  a c c e p t a n c e  i  n t e r v a l  f o r  w r  i  s  t h e n

-  r i l ,  1 r  - . " ,  r , -1 . , r . .  r ' / ,  t , t  - ' . , t , * )

t , z3  )

\ 2 4  )

\ J h e r e  o o  i s  t h e  t y p e  I  e r r o r  s i : e  f o r  t h e  t e s t  c r ' r ' t e r j o n  w i .

T i r e  s i g n i f i c a n c e  
' T e v e l  

o o  f o r  t h €  t e s t  o f  i n d i v i d u a l  r e s i d L r ä l s  ( 2 3 )  i s  d e p e n d e n t

o n  t h e  s i g n i f i c a n c €  l € v e 1  d  o f  t h e  g l o b a l  t e s t  ( 1 3 ) .  ; a c r d a  h a r ß r o n i z e s  o  l ' v i t h  s ö

b y  p u t t i n g  t ( r - )  =  p ( ) r ) ,  i . e .  b y  u s i n g  e q u a l  t y p e  I I  e r r o r  s i z e s  f o r  t h e  g l o b a l

t e s t  a n d  t h e  i n d i v i d u a l  i e s t .  F o r  t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  d  a n d  ö c  s e e  t h e  n o m o g r a n r s

i t t  / 3 / ,  p p .  2 I - 2 3 .  A s  f a r  a s  t h e  a u t h o r  c o u l d  ! n d e r s t a n d  t h i  s ,  t h e  h a r m o n i z i n g

b e t w e e n  o  a n d  o  w a s  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  s i n g l e  p v e n t s  w i  a r e  i n d e -

p e n d e n t  o n  e a c h  o t i r e r .  N e n c e  a  m o s t  r e l  i a b l e  s y s t e m  i s  r e q u i r e d  f o r  a r  e f f e c -

t i v e  a p p l i c a t i o r  o f  t h e  d a t a - s n o o p i n g  t e c h n i q u e i  o t h e r w i s e  t h e  d a n g e r  o f  f a l s e

i n f e r e n c e  i s  t o o  g r e a t .  A t  l e a s t  w e  h a v e  t o  e x c l u d e  t h o s e  o b s e r v a t i o n s  f r o m  t h e

t e s t  p r o c e d u r e  -  o r  b e t t e r :  l r e  h a v e  t o  c h a n g e  t h e  n e t w o r k  a r r a r g e m e n t  i n  a  r a y

t h a t  t h o s e  o b s e r v a t i o n s  d o n ' t  o c c L r r  -  v l h i c h  a r e  c o r r e l a t i n g  t o o  m u c h  | l i t h  o t h e r s ,

T h i s  i s  v a l i d  e s p e c i a l l y  f o r  " s p u r '  o b s e r v a t i o n s ,  i . e .  f o r  o b s e r v a t i o n s  w h i c h

l e a d  t o  o , ,  =  0  ( z e r o  v a r i a n c e  p r o b l e m ) ,  s r ' n c e  i n  t h e  e x t r e f i e  c a s e  o f  s p u r  o b s e r -

v a t i o n s  t h e  t e s t  c r i t e r i o n  l a r =  9  i s  n o t  d e f i n e d .
l i l

I r l  ( 2 1 )  t l j  ' v r a s  d e n o t e d  a s  a n  i n d i v i d u a l  r e l i a b i l i t y  i n d i c a t o r .  T h e  a m o u n t  f o r

r n e  c o m p u r d r r o n  o r  d r  r n o i v r a u a l  N 1 =  P l e v i v i  ( i f  P  i s  d i a g o n a l  a n d  i f  o n l y  o n e

g r o s s  e r r o r  i s  a s s u m e d )  m a y  s o m e t i m e s  p r e v e n t  o f  i n d i v i d u a l  c o n p L r t a t i o n s .  H o w e v e r

r / e  a r e  a b l e  t o  m a k e  s o m e  s t a t e m e n t s  o n  t h e  g l o b a l  r e l i a b i l i t y  o f  a  s y s t e m  ( s e e

F i ) r s t n e !  / 7 1 ,  ' . ! r r  / 1 i / ,  P o p e  , / 1 7 / ) .
1 n  G v ü r  / 1 1 /  t h e  a v e r a g e  d i a g o n a l  t e r m  o f  Q v v  w a s  p r o p o s e d  t o  s e r v e  a s  g ' l o b a l

r e l  i a b i l  i t y  i n d i c a t o r i

t r 1 0  )
R l  1  =  - - - ! l {  = ;  . - 5 "

nr1, ' ;=  
2t I (q iu)  

,

r  =  r e d u n d a n c y ,  n

( 25b )

=  n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s

t r " r a J  t
x t t y  J  =  - - - r

0 f  c o u r s e  g l o b a l  r e l i a b i l i t y  i n d i c a t o r s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  w h j c h  d o  m o r e  r e f e r  t o

t h e  " e x t e r r a l "  r € l i a b i l i t y  ( B a .  e  / 3 / ) ,  t h a t  m e a n s  t o  t h e  e f f e c t  o f  g r o s s  e . r o r s

u p o n  t h e  f i n a l  p r o d ! c t  o f  t h e  d d j u s t n e n t  -  t h €  o b i e c t  p o i n t  c o o r d i f a t e s .  T h o s e

w o u l d  c o r r e s p o n d  e v e n  m o r e  w i t h  t h e  f o l l o v J i n !  a c c u r a c y  i n d j c a t o r s .  B u t  h e r e  t h €

t e r m  " r e l i a b j l i t y '  s h o u l d  b e  s t r o n g e r  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  d e t e c t i o n  i h ä n  w i t h  t h e

e f f ec t  o f  g ro  ss  e r ro r s .
r r  o 1 d , o 9 o u -  9 i 0 o d .  o . ( u ' d . )  r c _ c a t 0 r

s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  o f  t h e  p o i n t  c o o r d

Ar  (T )  =

Ar(x)  =

,o r ra  u "  
t ' . l l ' * ) ,  

ye t  we  L rse  the  average
i n a t e s  ( l , v i t h  c o  =  1 ) :

!  k :  n u m b e r  o f  p o i n t s ,  i n c l u d i n g  ( 2 6 a )
t h e  c o n t r o l  p o i  n t s

t r  (



Ar (Y)  =
,.('\fd; )
--- t 2 6 b )

Ar  \7 )

I n  t h e  f o l l o ! ' l i n g  a  s i n r p l e  p r a c t i c a l  e , a m p l e  i s  i n t r o d u c t e d  t o  c l a r i f y  t h e  a b o v e
m e n t i o n e d  p r o b l e n s  a n d  t o  s h o w  t h e  p r a c t i c d l  p o t e n t i a l  o f  t h e  d a t ö - s n o o p i n g

t e c h n i q ! e .

A l t h o u g h  i n  C ? ü ,  / i i /  t d e e ' s  a p p r o a c h  o f  t h e  g r o s s

e m o f a s i z e d ,  n  1 l ' s  p a D e . : - . : :  s  o p p . o d c r  ' s  u c e a

T a u  -  d i s t r i b u t i o r t  l P . p e  / i ? / )  a r e  n o t  a v a i l a b l e  f o r

A n o t h e r  i n t e r e s t i n g  m e t h o d  w a s  p r a p o s e d  h y  E e r - r ' ; L g

f u t u r e  a t t e r t i  o r .

f o r  ' - r I T e .  d e - o  s r . a - i o '  r h e  p " 3 6 a ' , u ,  e , d " p l e  o '

o n  s y n t h e t i c  d a t a .

b e c a u s e  t h e  v a l u e s  o f  t h e
t h e  a u t h o r  b y  n o \ 1 , .

/ 4 . /  w h j c h  s h o u l  d  a l  s o  r e c e i  v e

z=ro-r

z= 5+

4 . . .  c o n t r o l  p o i n t s
o . . .  p o i n t s  t o  b €  d e t e r m i n e d  ( n e \ , v  p o j n t s )
a . , ,  c a m e f a  s t a t i o n s

F i g u r e  2 :  N e t ! ' l o r k  a r r a n g e m e n t  f o r  t h e  d e n o n s t r a t i o n

o f  a c c ! r a c y  a n d  r € ' l  i a b i l i t y  p r o b l e m s

l l e  s u p p o s e  a  c u b e  w h i c h  c o n t a i n s  2 7  r e g u l a r l y  d i s t r i b u t e d  p o i n t s ; 8  o f  t h e m  s e r v e

a s  c o r r r o -  p c i r t s .  T h e  o r r e r s  a y e  n e k  p o " I s .  - ' l e  c a m e r ä  s t a ! i o n s  a ' €  d e ' l o l e d  b y

n o s .  0 ,  . . . , 8 .

T a b l e  l  s h o w s  t h e  o r i e n t a t i o r  e l e m e n t s  o f  t h e  i n d i v i d L r a l  i n a g e s .

.//,/
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T a b l e  1 : 0 r i e n t a t i  o n  e l  e m e n t s

F i g u r e  2

o f  t h e  i m a g e s  o f  t h e  n e t l , J o r k  a r r a n g e m e n t  o f

I m a g e s c
["] [ ' ]

.Yr
LfiI I

z.
[ ' ] tir ra l

0
I
2
3
4
5
6
7
8

1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
i 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0

0
-1

l

5
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0

a
5
5
5
5
4
6
0

1 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0

- 24 .483
20 .483

0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

2 0 . 4 8 3
- 2 4  . 4 8 3

A I ( X )
t"t

A I ( Y )
[ . * ]

i  c a t o

A I ( Z )
[" ]

s

A I  l T ]
LnrmJ

R e l i a

R I ( x '

i l i t y

R I ( Y '

i n d i c

Rr( r )

I

c
D
E

l -2
3 -4

3 -0 -4
1 -2 -5 -6
3 -4 -7  -8

t 0 8

1 0 8

2 1 6

2r6

69
69
75
81
8 i

39
39
81

4 .21
0 .09
0 .08
0 .18
0  . 07

t . r7
0 . 2 9

0 . 2 8

a  . 9 2

0 .  2 1

a .27
0 .11
0 . 1 0

0 . 1 8

0  . 0 7

0 .  5 7

0 . 1 6

0 . 1 5

0  . 4 3

0 . 1 ?

0 .19
0 .20
0 .43
0  . 62
4 .62

0.s3
0 .52
0  . 6 4

a .62
a  .62

0 .36
0 .36
0 .54
0 .62
0  . 62

l , J h i l e  t h e  o b j e c t  p o i r t s  a n d  t h e  c o n t r o l  d i s t r i b u t i o n  r e n a i n s  u n c h a n g e d  i n  t h e

f o l  l o l , i n g  c o m p u t a t i o n a l  v e r s i o n s ,  t h e  i m a g e s  a r e  g r o u p e d  a s  s e e n  f r o ß r  T a b l e  2 ,

F o r  s i m p l  i f i c a t i o n  a l  I  v e r s i o n s  a r e  c o n r p L r t e d  u r ' t h o u t  a d d i t i o n a l  p a r a l r r e t e r s  a n d

w i t h  f i x e d  c o n t r o l  p o i n t s  ( d i a S  ( P p )  +  - ) .

T a b l e  2 :  I n r a g e  a r r a n g e m e n t s  a n d  g l o b a l  a c c u r a c y  a n d  r e l i a b i l i t y  i r d i c a t o r s

A I ( X ) ,  A I ( Y ) ,  A I { z ) ,  A I ( T ) ,  R I ( x ' ) ,  R I ( y ' ) ,  R I ( T ) ; . o  =  t  u m

n u m b e r  o f  o b s e r v a t i o n s

n u m b e r  o f  u  n  k n o v / n  s

r  - u  =  r e d u n d a n c y

R I(T) F i g u r e  3 :
i . . "  r i .  v  i h / l i . : t ^ h c . f  t h a

n / : . t 1 . n l  a $ m n l  ! (  . f  T : h l p
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T a b l e  2  t o g e t h e r  l l i t h  F j g u r e  I  s h o w  t h e  g l o b a l  r e l i a b i l i t y  ä n d  a c c ! r a c y  i n d i c a -

t o r s .  S o m e  i n t e r e s t i n g  c o n c l L r s i o n s  c a n  b e  d r a w n  f r o m  t h e s e  i n v € s t i g a t i o n s ,  C o m -
p a r i n g  t h e  S l o b a l  i r d i c a t o r s  R I ( l )  a n d  A I ( T )  o f  t h e  i n d i v i d u a l  n e t w o r k  v e r s i o n s

l , l e  n o t i c e  t  h ö t  g o o d  a c c u r a c y  d o e s r  t  c o r r e s p o n d  n e c e s s a r i l y  w i t h  g o o d  r e l  i a b i l  i t y .

T h o u g h  v e r s i o n  B  p r o v i d e s  f o r  f a i r l y  S o o d  a c c u r a c y ,  t h e  r e l i a b i l i t J  i s  p o o r .  T h i s

r e f e r s  m a i n l y  t o  t h e  r e l i a b i l i t y  o f  t h e  r ' - c o o r d i n a t e  o b s e r v a t i o n s .  H e r e  w e  h a v e

t o  s t a t e  t h a t  i f  o n l y  t w o  i m a g e s  a r €  a v a i l a b l e  ( s e e  a l  s o  v e r s i o r  A )  a  g r o s s  e r r o r

o f  t h o s e  i n a g e  c o o r d i n a t e s  l v h i c h  b e l o n g  t o  t h e  e p i p o l a r  p l a n e  c a n n o t  b e  d e t e c t e d

a t  a l l  ( z e r o  v a r i a n c e  p r o b l e m  -  ' s p ! r '  o b s e r v a t i o n s ) .

0 f  c o u r s e  t h i s  i s  n o t  t r L r e  f o r  c o n t r o l  p o i n t s ,  s o  t h a t  R I ( x  ) o f  v e r s i o n  A ,  w h i c h

T f e  )  _ - e s . d u a - s  ( w ' T i  o  . I : r )  t s  r o !  e o _ a _

t o  z e r o .  T h o u g h  t h e  x ' - c o o r d j n a t e s  o f  v e r s i o n  B  d o n ' t  b e l o n s  e x a c t l y  t o  t h e  e p i -
p o l a r  p l a n e  ( d , = - { , .  =  2 0 . 4 8 1 9 J ,  t h e i r  r e l i a b i l i t y  i s  s t i l l  p o o r  ( t h a t  y i e l d s  f o r

t h e  n o n - c o r t r o l  p o i n t s ) ,  0 n  t h e  c o n t r a r y  t h e  r e l i a b i l i t y  o f  t h e  y ' - c ö o r d i n a t e s  o f

v e r s i o n s  A , B  i s  s ! f f i c i e n t  ( A : R I ( y ' )  =  0 . 5 3 , 8 ; R I ( y ' ) =  0 . 5 2 ) ,  i . e .  a  g r o s s  e r r o r

i r  t h o s e  y ' - c o o r d i n a t e s  h a s  a  g o o d  c h a l 1 c e  t o  b e  d e t e c t e d  ( s e e  t h e  s u b s e q u e r t

e x a n p l e s  o f  d a t a  -  s n o o p i n g ) ;  b L r t  h e r e  a n o t h e r  p r o b l e m  r e v e ! l s :  t h e  p r o b l e m  o f
g r o s s  e l . r o r  l o c a l  i z a t i o n .

E . i a n r p l e  C  ( l  i m a g e s )  p r o v i d e s  f o r  b e t t e r  r e l i a b j l i t J ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  x ' - c o o r d r ' -

r E t e s  ( q l ( ' ' )  -  0 . 4 1 ) .  I r  r F i s  c a s e  w e  d r e  . b  p  L o  d e i e c t  ä  g r o s s  e - r o "  e v e r  ' r

t h e  x ' - c o o r d i n a t e s  o f  n o n - c o n t r c l  p o i n t s .

T h e e x a n p l e s  D  a n d  E  s h o ! J  a n  e q u a l l y  g o o d  r e l i a b i l i t y  b e h a v i o u r  i n  x ' -  a n d  y  -  c o -

o r d i n a t e s ,  w h a t  i s  d u e  t o  t h e  s y m m e t r i c  n e t w o r k  a r r ä n g e m e n t ,  | , / h i l e  t h e  a c c u r a c y

o f  \ e r s r o n  L  r  s  f E r  m o r e  b e r t e r

S u m m a r i z i n g  t h e  e x p e r i e n c e s  g a i n e d  b y  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  a n d  i n d i c a t e d  b y  t h e

a p p l i e d  a c c u r ä c y  ö n d  r e l i d b r l i t y  i n d i c a t o r s  \ ' e  h a v e  t o  p r e f e r  d e f i n i t e l y  t h e

a r r a n S e m e n t  E  ( i m a g e s  3 - 4 - 7 - 8 ) ,  b e c a u s e  o n l y  i r  t h i s  c a s e  t h e  x ' -  a n d  y r -  o b s e r -

v a t i o n s  a r e  o f  s u f f i c i e n t  r e l i a b i l  i t y  t o g e t h e r  ! , , r - t h  a  s a t i s f a c t o r y  ö c c u r a c y  o f  t h e

o b j e c t  p o i  n t s .

l v o r e o v e r .  t l e s e  i r  / e s + i S a ' _ o n s  m d y  s  o u  ! ! e  n e c e s s _ T y  o f  o e " o r m i r g  d - D r  o _ :  a ( -

c L r r d c y  a n d  r e l i a b i l i t y  s t u d i e s  f o r  a  p r o p o s e d  p r o i e c t ,  T h i s  b e c o m e s  t h e  m o r e  n e c -
: ' F 1  r r n - i r : ' t  (  " ' P  A r  a  r L l e  o f e

s h o u l d  a s p i r e  r e l i a b i l  i t y  i n d i c a t o r s  w h j c h  a r €  a t  l e a s t  e q u a l  o r  e v e n  g r e a t e r  t l r a n

0 . 6  ( R I ( x ' )  : 0 . 6 ,  R I ( y ' )  : 0 . 6 )  -  i n  a c c o r d a n c €  w i t h  t h e  v a l u e s  S a i n e d  b y  t h e  i n -

v e s t i g a t i o n  o f  a e r i a l  t r i a n g u l a t i o n  s y s t e m s  ( t r r r  / i l l )  .

N a t u r a l ' l y  t h e  g l o b a l  i n d i c a t o r s  d o n ' t  p r o v i d e  i n  e a c h  p r a c t i c a l  c a s e  f o r  s u f f i c i e r t

a c c u r a c y  /  r e l r ' a b i l j t y  o f  a l l  i n d i v i d u a l  o b j e c t  p o i n t s  /  o b s e r v a t i o n s ,  e . 9 .  i f

s o f i e  o b s e r v a t i o n s  h a v e  t o  b e  c a n c e l l e d  o r  i f  p o i n t s  c a n n o t  b e  o b s e r v e d  f r o m  c e r t a i n

c a m e r a  s t a t i o r s ,  w h a t e v e r  t h e  r e a s o r  m a y  b e  f o r  t h a t .  S o  t h e  g l o b a l  i n v e s t i s a t i o n

h a s  o f t e n  t o  b e  r e p l a c e d  b y  a n  i n d i v i d u a l  c h e c k i n g  ( s e e  ( 2 1 ) ) .  f o  g e t  f u r t h e r  i n -

s i g h t  i n  d e t a i l  p r o b l e m s  a n d  t o  b e c o m e  f a m i l  i a r  w i t h  t h e  d a t a - s n o o p i n g  t e c h n i q u e

t h e  a r r a n g € n r e n t s  o f  F j g u r e  2  a n d  T a b l e  2  w i l l  b e  s u b j e c t  t o  t h e  d a t a - s n o o p i n g

p r o c e d u r e ,  T o  l e e p  a s  c l o s e  ä s  p o s s i b l e  ! o  p r a c t i c €  t h e  s y n t h e t i c  i m a S e  c o o r d i n a t e

o b s e r v a t i o n s  o f  a l  I  v e r s ' i o n s  a r e  s u p e r i n r p o s e d  b y  a  r a n d o m  g e n e r a t o r  l ' i t i l  n e a n s

. 0  a r d  s . a r d d r d  d e v t a r i o r s  ,  -  . . , .  r  t - - 1 .
T h e n  i n  a l l  v e r s i o r s  A  -  E  d i f f e r e n t  g r o s s  e r r o r s  a r e  i r t r o d u c e d  a s  { t h e  g r 0 s s
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e r r o r s  d o  e x c l u s i v e l y  a p p e a r  a t  i m a g e s  n o ,  l  r e s p .

C a  s e  a

C a  s e  b

C a  s e  c

C a  s e  d

3  a n d  a t  p o i n t s  n o .  1  r e s p .  2 ) l

o f  c o n t r o l  p o i n t  n o .  L0 n e  g r o s s  e r r o r  a t  t h e  j m a g e  c o o r d i n a t e

o f  i n r a g e  1  r e s p .  3 :  r x i  =  -  3 0  l n r

T w o  g r o s s  e r r o r s  s i m ! l t a n e o u s l y  a t  t h e

c o n t r o l  p o i n t  n o . 1  o f  i m a g e  1 r e s p . 3 :

j . > - o  . l ,  a d t n a I e

o f  image  1 resp .  3 :  t x i  =  -  30  un r

0ne  g ross  e r ro r  d t  t he  image  coo rd jna te
o f  i nage  I  r esp .  3 r  r y f  =  -  30  un r

i m a g e  c o o r d i n a t e s  x ' ,  y  o f

t x i  = ry i  =  -30unr

l '  o f  n o n - c o n t r o l  p o i n t  n o . 2

y '  o f  n o n - c o n t r o l  p o i n t  n o . 2

L i r l  - e s p e c t  t o  c a s e  o  t r e  a c t  a s  i  o r _ \  o n e  c / o s s  e - r o .  e ) j s r s ,  d  L h o , g r  L w o
i r ! r 1 :  - a d .

n o  =  0  ' 0 0 1  { 0 , I i )

E ( i p )  =  E ( ) , 1 )  =  B o  =  0 , 8  ( 8 0 1 ; )

i o  =  l z . r  , \n -=  4 .14

C r i t i c a l  v a l u e  f o r  d a t a - s n o o p i n g  ( w i t h  o

H e n c e  t h e  m i n i m a l  g r o s s  e r r o r  \ 4 h i c h  c a n

l w i t h  P -  =  I ) l

=  0 . 0 0 I )  f r o m  - n - q  - ) :  c { w . ) =  j . 2 9 .

r F ' o " e -  L l r h  ' r F  - v . h r f i l i - r  j s

v a l  u e s

T a b l e  3

",1i)_ li==
"  \ ' v i v i

o b t a i n  f o r  t h e  d i f f e r e n t

o f  T a b l e  3  f o r  t h e  n i n i m a l

: [ l i n i m a l  g r o s s  e r r o r s  t o

a r r a n g e m e n l s  a n 0

g r 0 s s  e r r 0 r s .

b e  d e t e c t e d  w i  t h

( 27  )

t he  D robab i l  i t v  B  =  0 ,8 .

A r r a n g e -
m e n ! s r x i (m in )

I r ' ]

Ca
tx i ( ' n i n )

Iu ' ]

e b

L ! t

[ a  s e  c
r x i (n r in )

[u ' ]

C a  s e  d
! y 2 ( m i n )

lu ' l

B

c
D
E

28  .3

29 .6
25  . 5
27  . 2

28  , 3
3r  .4
2 9 . 6

2 5 . 5

2 7 . 2

2 7  . 2

2 9 . 6

2 7  . 7

2 5 . 2

2 6 . 8

48 .5
3? .4
31 .3

3 2 . 0

3 2 . 4

2 7  . 3

2 6  . 2

F r o m  T a b l  e  3  V l e  s e e  t h a t  t h e  m i n i m a l  g r o s s  e r r o r s  a r e  g r o u p e

t h e  c a s e s  A c ,  B c ,  C c .  T h a t ' s  t h €  r e a s o n  l ' h y  ! i . e  h a v e  i n t r o d u c

a  g r o s s  e r r o r  o f  - 3 0  ! m ,
A f t e r  t h e  c o n p ! t a t j o n  o f  a l l  e r r o r  c a s e s  w j t h  a l l  n e t l a o r k  a r

r n e . e s L l r s  o {  t a o ' e  +  - o -  . 1 e  s  o D o -  L e s  L F o :  E ' 6 1 .  = , 1 ,

c a n c e  I  e v e l  o o  f o r  d a t a - s n o o p i n g  w a s  k e p t  c o r s t a n t l y ,  t h e  s i

d  a r o u n d  3 0 . m ,  e x c e P t

e d  f o r  a l l  c a s e s  a - d

r a n g e m e n t s  w e  h a v e  g o t
R a r :  L  ( a  + h .  < i . n i f i -

g n i f  i c a r c e  I  e v e l  d  f o r
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t h e  g l o b a l  t e s t  -  t a k e n  f r o m  t c c n c ' a , s

t i t  0 . 4 5 .

T a b l e  4 :  G l o b a l  t e s t  o f  t h e  n u l l

a r r a n g e n e n t s  a n d  g r o s  s

n o m 0 g r a n r  s  1 n / ' ; /  -  i s  v a r y i n 9

E( t2 )  =  c2  f o r  a t I- h y p o t  h e s i  s  N ! :

f  r on  A  . 22  rn -

A r r a n g e - 6  f o r  g r o s s  e r r o r

"i.]c
c (e )

g r o s s  e f  r

A
B
c
D

E

2 . 0 6

4 . 9 2

1 . 3 0

0 . 8 5

2  . 51
1 .07
1 .38
i . 58
0 .98

r .40
0 .  57
1 .13
1 .28
0 .83

1 . 7 5

0 .  9 9

7  . 2 3

L  3 4

0 . 9 4

1 . 1 8

1 . 1 8

1  . 0 2

l . a 2

a  . 22
0  . 22
0 .  37

0 .45

1 . 4 0

0 .  5 7

0 .  9 6

L , 2 L

o . 7 2

.  i3
a6 c ( € )  f r o n  F  ( 1 - a , r , - )

R e g a r d i n g  t h e  r e s u l t s  o f  T a b l e  4  r € a s o n a b ' l  e  d o u b t  i s  p ! t  f ö r u ä r d  w i t h  r e s p e c t  t o
t h e  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  - o l o b a l  t e s t .  I n  t h e  g r o s s  e r r o r  c a s e s  b o t h  v e r -

s i o n s  I  a n d  E  d o n  t  l e a d  t o  t h e  c o r r e c t  s t a t e n e n t ,  i . e .  t o  t h e  r e j e c t i o n  o f  t h e

n  u  I  1  -  h  y  p  o  t  h  e  s  i  s  ,  T h o u g h  t h e r e  a r e  f a i r l y  g o o d  p  r e  s  L r m p t  i  o n  s ,  b e c  a u  s e  t h e  e x p e c t a  -

t i 0 n  E ( i ; )  =  c :  i s  a - F f i 0 r i  f i o w n  b y  t h e  u t i l i z a t i o n  o f  a  r a n d o m  g e n e r a t o r  e v e n

u n d e r  t h e  n u l l - h y f o t h e s i s  { | , { h e n  n o  g r o s s  e r r o r s  a r e  i i c l u d e d )  t h e  c r i t i c a l  v ä ' l u e s
a r e  e x c e e d e d  t v J i c e .  0 f  c o u r s e  t h e  r a n d o m  g e n e r a t o r  p r o d u c e d  d i  s c r e t e  r a n d o m
v a l  u e s ,  w h o s e  s t a n d a r d  d e v i a t ' i o n  d i f f e r s  f i o r e  o r e  I  e s s  f r o n  t h e  a - p r i o r i  c h o s e r

v a l u e  o f  5  r f i ,  b L r t  t h i s  p r o b l € m  i s  e v e r  i n t e r s i f i e d  i n  r e a l  p r a c t r c a l  p r o j e c t s :

l l h a t  i s  t h e r  t h e  e x p e c t a t i o n  o f  ä 2 ?  T h E t  i s  p r o b a b l y  t h e  r e a s o n  w h y  ? a p e  / 1 ? /
d o e s n  t  u s e  t h e  g l o b a l  t e s t  -  g e n e r a l l y  i t s  p o t , e r  o f  a s s e r t i o n  i s  n o t  s L r f f i c i e n t ,
N e n c e  i t  i s  n o t  r e c o n m e n d e d  i n  p r a c t j c e  t o  m a k e  t h e  s e t u p  o f  i n d i v i d u a l  t e s t s

(  d  a  t  a  -  s  n  o  o  p  i  n  , o  )  d e p e n d e n t  o n  t h e  r e s u l  t  o f  t h e  9 l  o b a l  t e s t .  T h e  p r o c e d u r e  o f  d a t a -

s l o o t ' ' g  ' l o u l d  t e  a p p l i e d  i r  a n )  c a s e  i '  - e a s o ' r a b ' e  s r s p ' c _ o  e , j s l s  L t s o  g _ o s s

e r r o r s  m a y  a p p e a r ,  v / h a t  i s  t h e  s t a n d a r d  s i t u d t i o r  i n  p r d c t i c a l  p r o j e c t s .

I n  t h i s  w a y  v r e  c o n t i n ! e  \ { i t h  t h e  i r d i v i d u a l  c h e c k i n g  o f  t h e  r e s i d L r a l s .  T o  a v o i d

a t  l e a s t  p a r t l y  t h e  d i s t u r b i n g  e f f e c t s  o f  c o r r e l a t i o n s  b e t \ ' e e n  t h e  r e s i d u a l s  t h e

t h o s e  o b s e r v a t i o n s ,  f o r  \ , r h i c h  t h e  t e s t  c r i t e r i o n
V J

l 4 i = - t s m a x r m a t .
" v i

A s  a  r e s u l t  i t  l 4 a s  f o u n d  o u t  t h a t  a l I  a - p r i o r i  k n o v r n  g r o s s  e r r o r s  h a v e  b e e n  d e -

t e c t e d ,  € x p e c t  i n  t h e  f o l l o \ 4 i n g  c a s e s ;

1 ,  G r o s s  e r r o r  c a s e  c  i n  a r r a n g e m e n t  A  a n d  B :  z e r o  v a r i a n c e  s i t u a t i o n

2 ,  F a i l u r e  v J i t h  t h e  g r o s s  e r r o r  c a s e  a  o f  a r r a n g e m e n t  8 :

t h e  x r - o b s e r v a t i o n  o f  p o i n t  n o .  3  a t  i m a g e  3 l e d  t o  f l r a x  ( \ { i )  a n d

t h u s  t o  t h e  p r i o r  r € j e c t i o n ,  a l t h o u g h  n o t  j n c l u d i n g  a  g r o s s  e r r o r

3 .  F a i l u r €  w i t h  t h e  g r o s s  e r r o r  c a s e  b  o f  a r r a n g e m e r t  B :

t h e  x r - o b s e r v a t r ' o n  o f  p o i n t  n o .  9  a t  i m a g e  3 l e d  t o  m a x  ( \ , r i ) ,

a l t h o u g h  n o t  i n c l u d j n g  a  g r o s s  e r r o r
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4 .  F a i l u r e  \ , J i t h  t h e  g r o s s  e r r o r  c a s e  c  o f  a r r a n g e m e n t  D ,
v , h e r e  t h e  t e s t  c r i t e r j o n  w i  =  3 , 1 5  o f  t h e  x  - o b s e r v a t i o n  o f
p o i n t  n o . 2  a t  i n r a g e  l  r e m a i n e d  s l i g h t t y  u r d e r  t h e  c r j t i c a l
v a l u e  o f  c ( 1 , . l j )  =  3 . 2 9

A n a l y s i n g  t h e s e  f a i l ! r e s  i t  b e c o n e s  e v i d e n t  t h a t  i n  1 .  t h e r e  i s  a - p r j o r i  n o
c h a n c e  f o r  d e t e c t i o n  a t  a l l  ( z e r o  v a r i a n c e  p r o b l e m ) .  I n  4 .  t h e  s i t u a t i o n  | i a s  n e t ,
l , ] h e r e  t h €  a c t u a l  g r o s s  e r r o r  ( 3 0 u m )  i s  s ' n a l l e r  t h a n  t h e  n i n i m a l  g n o s s  e r r o r  \ a h i c h
c a n  b e  d e t e c t e d  w r ' t h  t h e  F r o b a b i l i t y  E o  =  0 , 8  ( s e e  T a b l e  4 ) .  S e t t i n g  r x i  =  -  3 2 . 4 f ß r
i n  v e r s i o n  D  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e s t  c r i t e r i o n  e x c e e d s  t h e  c r i t i c a l  v a l u e ,  t h u s
l e a d i n g  t o  a  c o r r e c t  r e j e c t j o n .

T h e  f a l s e  r € i e c t i o n  o f  x !  a t  i m a g e  3  j n  c a s e  B a  a f d  o f  x b  a t  i n a S e  3  i r  c a s e  8 b
i s  p r o b a b l y  a  r € s u l t  o f  s h i f t i n g s  c a u s e d  b y  c o r r e l a t i o n s .  A c t u a t t y  t h e  p r e s e r c e
o f  c o r r e l a t i o n s  d i s t L r r b s  s i g n i f i c a n t l ]  t h e  s t a t i s t t c a l  f o u n d a t i o n  o f  t h e  g r o s s
e r r o r  p r o b l e r n r  s o  t h a t  c o r r e l a t i o n s  s h o u l d  b e  s u b j e c t  t o  f u t u r e  s t u d i e s ,  T h e
c o r r e l a t i o n s  b e c o n e  p a r t i c u l a r l y  o f  i n t e r e s t  i n  a  d o L r b l e  s e n s e :

-  F o r  t h e  r e j e c t i o n  p r o c e d L r r e  o f  d a t a - s n o o p i n g .  T h e  a n s \ 1 , e r  t o  t h e  q u e s t i o n

v J h e t h e r  o r l y  m a x  ( \ 1 i )  o r  a l l  \ , i  v / h i c h  e x c e e d  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  s h o u l d
b e  r e j e c t e d  d e p e n d s  o n  t h e  s i z e  o f  c o r r e l a t i o n s .

-  F o r  t h e  l o c a l i ? a t i o n  o f  g r o s s  e r r o r s  t h e  c o r r e l a t r ' o n s  a r e  o f  d e c i s i v e
j m p o r t a n c e .  C o n s r ' d e r  o u r  p r a c t i c a l  e { a m p l e s :  l n  t h e  c a s e s  A d ,  B d  t h e

l o c a l i z a t i o n  o f  v y i  i s  i m p o s s i b l e  s i n c e  t h e  r e s i d L r a l s  v y i  ( i m a g e  i )

a n d  v y ä  ( i m a ! e  2 )  r e s p .  v y ,  ( i m a g e  3 )  a n d  v y ,  ( i m a S e  4 )  a r e  p e r f e c t ' l y

c o r r e l a t i n g ,  S t r o n q  c o r r e l ä t i o n s  e x i s t  a l s o  l r  c a s e  C c  b e t ! / e e n  ! n e

x ' - r e s i d u a l s  o f  a  n o n - c o n t r o l  p o i n t  j n  a l l  t h r e e  j m a g e s ,  H e r e  | , / e  o b t a i n
f o r  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c r ' e n t s  o f  t h e  x r - r e s i d u a l s  o f  p o i n t  n o . 2 :

r v1  f : l v r ,  fO l=  -  0 .960  , rvx  ,  l3 l  vx  ,  l+ l  =  o .  sso , ru "  '  l o l  vy '  l 4 l  =  -  0 .960

( i f i r a g e  n u n b e r  i n  b r a c k e t s )

w i t h  t h e  r e s u l t  t h a t  t h e  g r o s s  e r r o r  r x ä  c a n n o t  b e  l o c d l i z e d .

E x p e r i e n . e s  g a i n e d  s o  f a r  N i t h  t h e  d a t a - s n o o p i n g  t e c h n i q u e  a r e  v e r y  e n r o u r a g i n g ,

e x p e c i a l l y  i f  i t s  r e s u l t s  ä r e  c o m p a r e d  v r i t h  c o r v e n t i o n a l  ,  n o n - s t a t i s t i c a l  m e t h o d s

o f  g r o s s  e r r o r  d e t e c t i o n .

F r o n  a l l  2 3  g r o s s  e r r o r  c a s e s  o f  o u r  e x a m p l e s  ( t h e  2  z e r o  v a r i a n c e  c a s e s  a r e  e x -

c l u d e d )  \ , v e  o b t a i r e d  b y  c o r v e n t i o n a l  m e t h o d s  a n d  b y  d a t a - s n o o p i n g :

T2

S o  i t  b e c o m e s  a r  i r " j p o r t a n t  a n d  p r o m i  s i n g  t a s k  t o  d o
t h ' s  " e l d  o ' " e s e a " c h  r o  a " - i v e  

_ a r e _ r  
ö r  s l s r e ' : s

! _ d j . 9  t o .  b o t h  ö c c u r a c )  a n d  - e _  i a t ' _ ' T \ .

f u r t h e r  i n v e s t j g a t i o f s  i n

f o r  p o i n t  d e t e r m i r a t i o n  p r o -

l v i >  3c . :

l v l ,3ä" :
d a ! a - s n 0 o p r n g : . ^ h r a r  +  r o i a . t r . n <

i  n c o r r e c t  r e  j e t  i o n s

i n c o f r e c t  r e j e c t i o f s

i  n c o r r e c t  r e j e c t i  o n  s

15
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D .  S t a t i s t i c a l  t e s t  c r i t e r i o r s  f o r  p a r a m e t e r  t e s t i n g  i n  p h o t o ! r a n r m e t r i c  p o i n t

d e t e i m i n a t i o n  p r o  b 1  e m  s

R e c e r t l y  p h o t o g r a m m € t r y  u s e s  m o r €  a n d  m o r e  t h e  m e t h o d s  o f  s t a t i s t i c a l  i n t e r v a l

e s t i n a t i o n  a n d  h t p o t h e s e s  t e s t r n g .  T h e r e b y  s t a t r ' s t i c a l  t e s t  c r i t e r i a n s  a r €  s o m € -

t r r i e s  a p p l r e d  i n  d  l i t t l e  c a r € l e s s  m a n r e r ,  v r h a t  m a J  o f t e n  l e a d  t o  w r o n g  d e c i s i o n s

c o n c e r n i n !  t h e  a c c e p t a n c e  o r  r e j e c t i o n  o f  a  h y p o t h e s i  s .

S o  i h e  p r o b l e m  o f  s t a t i s t i c a l  h y p o t h e s e s  t e s t i n g  i s  t r e a t e d  i r  a  n o r e  g e n e r a l  w a y

a n d  s o n e  t e s t  c r i t e r i o r s  a r e  d e r i v e d  w h r ' c h  a r €  o f t e n  u s e f u l  f o r  t h e  a n a l y s r ' s  o f
' e s -  t s  o D I a , l e o  o r  ^ e I ' o d s  o '  o r o ' o 9 Y o m - e t _ ' c  o o ; n I  d e t e v r r ' ä I j o r .

A t  a n y  r a t e  o n e  s h o u l d  a l v J a y s  k e e p  i r  m i n d  t h a t  a  s t a t i  s t i c a l  t e s t  c a n n o t  b e  a n

e n d  i n  i t s e l f ,  i t  c a n n o t  s e r v e  a s  a n  j n e v i t a b l e  s t a n d a r d ,  b u t  m ! s t  o r l y  b e  r e g a r _

d e c  a s  a n  a i d  f o r  d e c i s i o n ,

F o r  h y p o t h e s e s  t e s t i r !  \ l e  s u p p o s e  t h e  I  i n e a r  m o d € l  o f  s e l f - c a l  i b r a t i n g  b u n d l e

a d j  u  s t m e n t ,  d e r i v e d  i r o n  ( 1 )

15

I  - h y p o t h € s i  s  o f  f u l l  r a n k

where  B  i s  a  bxu -  ma t r i x  r v i t h  r ank (B )  =  b :  u .
The  n r i n imun r  va r i ance  unb iased  es t ima to rs  f o r  x  and

-  - t  -
i  =  (A 'PA)  

-A 'P l

r -= : rA i - t l p lA / - t )

E ( l )  =  A x  ,
r (e )  -  0  ,  D(e )  =  D( r

w j i h  t h e  g e n e r a l  I  i n e a r  n u l

T = :
b  ä :

R  =  { B i  - w )  ( B ( A  P A )

o i  f r o m  ( 2 8 )  a r €

( 28  )

(2e )

F o r  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  t h €  d i s t r i b u t i o n  o f  I  i s  a s s u f i e d  a s

i . e .  a  n - d i n e n s i o n a l  n o r n a l  d i s t r i b u t i o n .

- 1  -  - 1
B ' )  (B i -w )

( 3 0 a  )

( 3 0 b )

l ! N ( A x ,  d . ' P  
- ) ,

( 31  )

132 )

T e s t i n q  H  r e o u r r e s  t h e  d e r i v a t i o n  o f  a  t e s t  f u n c t i o n  T  s u c h  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n

o f  T  i s  k n o l J n  l . / h e n  B x  =  ! ' r  ( r ' , e .  t h e  n u l l - h y p o t h e s i s  i s  t r u € ) .

F u n c i i o n s  1 1 i t h  o p t r n r a l  p r o p e r t i e s  a r e  t h e  L i k e l i h o o d  r a t i o  f u n c t i o n s .  T h € i r  a p p l i _

c a i ' i o r  l e a d s  t o  t h e  t e s t  c r i t e r i o n

F o r  t h e  d e r i v a t i o r  o f  T  s e e

I f  f o  i s  t r u e ,  t h e n  T  i s  d i

1 o  o b t a i n  t h e  p o ! r e r  o f  t h e

d i s t r i b u t i o n  o f  T  m u s t  a l s o

( B r x  =  v i ' )  i s  t r u e .  T h e n  w e

t h e  n o n c e n t r a l  i t y  p a r a m e t e r
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T h e  p o w e r  8 ( i )  o f  t h e  t e s t

b e t a  d i  s t | i b u t i o n  ( C r a . l b a L L

1 ! a ! b - ; 1 , i  . /  - Q  / ,  i . a c h  / 1 3 1 .
s t r i  b u t e d  a s  S n e d e c o r ' s  F ( b , r )

t e s t  H o  a g a i n s t  a n  a l t e r n a t i v e  h y p o t h € s i s  H A  t h e

b e  k n o w n ,  i f  t h e  a l t e r n a t i v e  h y p o t h e s i s  H A :  B x  I  t 1 ,

f i f d  T  d i s t r i b u t e d  a s  t h e  n o n c e r t r a l  F '  ( b , r , r )  w r ' t h

- tuT l -11a ,x_w)
( 3 3 )

' . ' _ e s  o f  T h e  n o r L e . t _ a l

, / : ) / ) ,



l .  S  g  i , = c a r c e  t e s t i n . , '  o ' . d d ' ' o r a l  o a . a . e t e - s
- o  

c ! e c l  r f e  s r o l _ s r i ( a _  s ' g r _ r r c ä  L e  o ' a '  . d d i L ' o 1 ö l  p a - o m e t e r  s e t .  , e .  t o  t e s t

w r e r . e r  a  s r s r e - a ' i c  _  _ l u e . c e  
c o e s  o c  , "  d l  a  .  ! r ' e  t a v e  t o  c o r s r r u c l  a  g l o b a l

t e s t  f o r  t h e  w h o l e  s e t  o f  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s .  F o r  t h a t  p u r p o s e  l 4 e  p u t  w i t h
' .  : t  i o  t h e  n o m e n c l a t u r e  o f  t h e  u n k n o  n s  i r  { 1 ) :

T h e  g e n e r a l  l j n e a r  h y p o t h e s i s  ( 2 9 )  r e s p e c t i v e l y  s o m e  o f  i t s  s i m p l i f i c a t i o n s  c a n

b e  d p p l i e d  t o  q u i t e  d i f f e r e n t  p . o b l e m s  o f  p h o t o g r a m m e t r i c  p o i n t  d e t e f m i n a t i o n .

l r  t h i s  p a p e r  v r e  \ r i l l  r e s t r i c t  o r  t h r e e  t e s t  p r o b l e m s ,  o f t e n  ä p p e a r i n !  i n  c l o s e -

r a n g €  p h o t o g r a m m e t r y ,  a s  s i g n i f i c a n c e  t e s t i n !  o f

a d d ' i t i o r a l  p a r a m e t e r s  f o r  s y s t e m a t i c  e r r o r  e s t i m a t i o n

r e s i d u a l  s  a t  c h e c k  p o i n t s  a n d  c o n t r o l  p o j n t s  f o r

e m p i r i c a l  a c c u ) a c y  s t u d i e s

c o o r d i n a t €  d i f f e r e n c e s  i n  d e f o r m a t i o n  n e a s u l . e m e n t s

( m o v e m e n t  s t u d i e s ) .

( 3 4 )

T h a i  i s ,  v , e  c o r r r p a r e  s i m u l t a n e o u s l y  e a c h  i n d i v i d ! a l  a d d i t i o n a l  p a r a n e t e r  d z k

( k  =  l ,  . . . , p )  l v i t h  a  s u p p o s e d  ! a l u e d z ' t .  I f  r o  f u r t h e r  r n f o r m a t i o n s  a r e

a v a i l a b l e ,  e . g .  f r o m  p  r  e  c  a  I  j  b  r  a  t  i  o  n  s  ,  d z '  =  0  r ' J i l l  b e  c h o s e n .

T h u s  t h e  t e  s t  c r i  t e r i  o n  T  b e c o m e s

T  - 1-  -  - - ,  d r - d :  A ? ,  d i - d z

A c c o r d i n g  t o  ( L )  t h e  s y m f i e t r i c  m a t r i x  N  o f  t h e

AJP-A-

r ]p^r .

i s  t h e  p a r t l  y  r e d 1 r  c  e d  m a t r i x  o f  t h e  n o r m a l  e q ! a t i o n s

t d - a - e t e r ( .  1 ' ' h p  a d d i ' i o ' a l  p . r a r € t e . s  a _ e  a r r d " g e d

v e c t o r  o f  u n k n o \ , / n s  a s  i t  r ' s  s u p p o s e d  i n  ( 1 ) ,  t h e ' r  a ; ]
t j o r a l  e f f o r t  d u r i n g  t h e  t r i a n ! u l a r  f a c t o r i z a t i o n  o f

T h e  n o n c e n t r a l  i  t y  p a r a m € t e r  f o r  t h e  t e s t  H o  i  s

16

I  =  I d e n t i  t y  n a t | i x

F  =  n u m b e r  o f  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s
d z
p , t

r lrrr,  elrre,
. / .  r lrrrr*ro
. t .  . / .

( 35 )

no r rna  I  equa t i ons  i s

nlp^n,
n]p^n" N " ,  N '

t  l ,  t , ,(
( 35 )

e] n  ̂r ' . ,  r leoro
3" - - t . . : . ' : : . : :_

.  / .  i r l t rro*r,

T h e n

.  =  N  -  N  N  
- N ( 3 7  )

N  f o r  t h e  s e t  o f  a d d i t i o n a l
r i  + h .  c h . l  ^ +  t h a . . n n l . t a

i s  o b t a i n e d  w i t h o L r t  a d d i -

l t ,

( 3 8 a )

( 3 8 b ),  =  J -  G, -ar ,  )Tr , r r r  qar -dr ,  r ]1  rc r -ar '  yTrT, l t -1 l t * ,  {a ,  -a , '  )
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T h e  p o w e r  B l i )  i s  a n  i n c r e a s i n g  f u r c t i o n  o f  ) , ,  s o  i  s h o u l d  b e  a s  l a r - o e  a s  p o s s i  b t e .
i  i s  n a x i m a l  i f  N * ,  =  0  l c r e ' ! b ' : i i  t t t / ) , : . . e .  i f  d z  i s  o r t h o g o n a l  t o  d x ,  d x P ,  d t
; h L r s  a  s t a t r ' s t i c a l  a d v a n t a ! e  o f  t h e  o r t h o ! o n a l  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r  c o n c e p t  b e -
c o m e s  e v i d e n t :  i t  j n c r e a s e s  t h e  p o \ . / e f  o f  t h i s  t e s t .
E e s i d e  t h i s  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h €  p o w e r  o f  a  t e s t  d e p e n d s  m a i n l y  o n  t h e  a l t e r l r a t i v e
h y p o t h e s i  s  d n d  o n  t h e  t y p e  I  e r r o r  s i z e  d .
I f  f l .  1 s  r e j e c t e d ,  i , e ,  i f  a  s i g n i f i c a n i  s y s t e n a t i c  i n f l u e n c e  i s  a p p a r e n t ,  t h e
d e t e c t i o n  o f  i n d i v i d u a l  s i g n i f i c a n t  c o m p o n e n t s  b e c o n e s  n e c e s s a r y .
T h e r € f o r e  t h e  s e i  o f  h y p o t h e s e s

r j i )  ,  a . t  =  I t i ( i  =  1 , . . p  ( J 9 )

p a  r a m e t e  r  s  o n  s i g n i f i  c a n c e ,i  s  c o m m o n l y  u s e d  t o  t e s t  t h e  i n d i v i d u 6 l
l i e n c e  v , / e  g e t  t h e  t e s t  c r i t e r i o n s

T ( i  ) = t d2 j - dz  )2
{40 )

' . ' r z i z i
q z i  z i  =  v a r i  a n c e  o f  t h e  i  t h

a d d i t r ' o n a l  p a r a m e t e r

l naer  r j l )  t re J -  v a l u e s  a r e  d i s t r i b u t e d  d s S t ! d e n t ' s  t  w i t h  r  d e g r e e s  o f

i s  r e d u c e d  t ö  a n  o n e - d i m e n s i o n a lt h e  m  o  r  e  -  d  i  n  e  n  s  i  o  n  a  I  T - t e s t  ( 3 1 )

I n  t h e  c a s e  o f  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  i n d i v i d u a l  p a r a n e t e r s  t h e  t y p e  I  e r r o r  s i z e  d
0 f  t h e  i n d i v i d u a l  t e s t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  t y p e  I  e r r o r  s j z e  o  o f  t h e  g l o b a l  t e s t

l -  q =  t r  -  a / ( 4 1 )

T f -  m a i n  p r o b l e m  i n  t e s t j n c  s u b s € i s  o r  e v e r  s i n ! l e  p a r a m e t e r s  e s t i m a t e d  i n  n u l t i -

e  s j o . a _  m o o c  s  a .  o c  w i r l ' . e  d e p e  c e n c e  o ' r r e s e  s u o s e r s . s ' r g l e  o a - ö T e t e , s )

-  t h e  o t h e r  m o d e l  p a r a n e t € r s .  I r  t h e  c a s e  o f  s i ! n i f i c a n t  c o r r e l a t i o n s  t h e  p r o -

b a b r l i t y  E  =  P ( T { i ) ' c "  H j i ) )  o f  r e j e c t i o n  o f  a  t r L r e  n u l l - h y p o t n e s l s  l l i ) :

d z .  =  d z ,  o f  a  s i r q l e  e v e n t  ( p a r a m e t e r )  i s  n o  f u r t h e r  i n d e p e n d e n t .  I t  s h o u l d  b e

n o i i € e d  t h a t  t h e  a p p l  i c a t i o n  o f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a I  t - t e s t  w i t h  t h e  u s u a l  l i m j t s
a n d  c o r f i d e n c e  i r t e r v a l s  l e a d s : h e  m o r e  t o  r r r o n g  d e c i s i o n s  t h e  m o r e  t h e  c o r r e l a -

t j o n s  d o  i n c r e a s e .  - i h u s  w e  h a v e  a n o t h e r  i m p o r t a n t  a r g u m e n t  f o r  u s i n g  t h e  c 0 n c e p t

o f  o r t h o g o n a l  a d d i t i ö n a ' l  p a r a m e t e r  s e t s .

, h e - e a s  r ' e  o r . . o g o n a l  c o . c e p T s  a r e  - e 9 a ' d e o  a s  v e y J  u s e . L  r h e  p - a ( t i . a  g F o -

n r e i r i c a l  c o n d i t i o n s  h o \ , { e v e r  o f t e n  d o  n o t  p r o v i d e  f o r  s u f f i c i e n t  o r t h o g o n a l  i t y .

T h e n  $ e  h a v e  t o  s e t  u p  s i n u l t a n e o u s  c o r f i d e n c e  i n t e r v a l s  f o r  t h e  s i n g l e  e v e r t s ,

T h i s  c a n  b e  d o n e  b y  t h e  a - p o s t e r j o r i  o  r  t  h  o  9  o  n  a  I  i  z  a  t  i  o  n  o f  t h e  a d d i t i o n a l  p a r a m e -

t € r  s e t ,  j . e ,  t h e  t r a n s f o r F a t r ' o n  o f  t h e  a d d i t i o n a l  p a r a n e t e r  v e c t o r  ( o r ,  i f

n e c e s s a r y ,  e v e n  t h e  v e c t o r  o f  a l l  ! n k n o w n s  o f  t h e  b u n d l e  s y s t e n  ( 1 ) ) i n t o  o r t h o -
q o n a l  c o m p o n e n t s ,  w h i c h  c a ' r  b e  t e s t e d  i n d e p e n d e n t l y  ( s e e  . r o g ,  B r s "  / i 3 / ,  t e i z e (

, . 1 , / ) ,
S o _ e t ' _ r e s  r r g r  c o - r e l ö r 1 o . s  o o  a D p e a r  o r l y  u J " f  ' n  a  s - b s e r  o {  T h e  a o a  i r i o ' 1 a _  p a  -

r a m e t e r s .  T h e n  t h e s e  p a r a m e t e r s  c a n  b e  t e s t e d  t o g e t h e r  o n  c o m m o n  s i g n i f i c a n c e .
T h e  c o r r e s p o n d i n g  t e s t  c r i t e r i o n  m a y  a n a l o g o u s l y  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  g e n e r a l  I  i  -



1B

n e a r  h y p o t h e s i  s  ( 2 9 ) .

H e r e  a  b i v a r i a t e  t e s t  c ) " i t e r i o n  i s  d e r i v e d ,  w h i c h  c a n

n a l  p a r a m e t e r s  a r e  h i g h l y  c o r r e l a t i n g .

T h e  n u l l - h y p o t h e s i s  i s  f o r m u l a t e d  a s

I  d z  =  d z '

2 , 2  2 , t  2 , 7

=  0  a n d  d z ' =  ( d z i ,  d z k ) ,  t h e n  T  r e s L r l t s  i n

-  i  ^a  ^ ' "  I - z1 t '  c7121- , : .  \ " . i . . I /  l
\ 92 ' z i  az "z "

t w o  a d d i t i o -

( 42 )

(43 )

S u p p o s e  d z '

\ , v i t h  t h e  c o f i p o n e n t s

P L  =  n u n r b e r  o f  P l  a r i n e t r i c
c n e c K  p 0 r r r s

p Z  =  n u m b e r  o f  h e i g h t
c h e c k  p o r n t s

-  o2r i- \

)'(l;,)
T h e  a p p l i c a t i o n  o f  v a r i o L . i s  t e s t  c r i t e r i o n s  a n d  a  p o s s j b l e  s t r a t e g y  f o r  a d d i t i o n a l

p a r a m e t e r  r e j e c t i o n  l , a s  d e n o n s t r a t e d  i a  a ! L n  / 1 a , /  l ' J i t h  t h e  u s e  o f  a  p r a c t i c a l

a e r i a l  t r i a n g u l a t i o n  e x a n p l e .  B e c a u s e  o f  t h e  e x t e n s i o f  o f a e r j a l  t r i a n g u l a t i o n

s y s t e m s  o n e  h a s  t o  w o r k  w i t h  s o m e  n e g l e c t i n g s  c o n c e r n i n !  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  c o m -

p l e t e l y  r r ' g i d  s t a t i s t i c a l  t e s t s ;  t h u s  t h e  c o n c e p t  o f  a - p o s t e r i o r i  o r t h o g o n a l i z a _

t i o n o f t h e W h o ] e s y s t e n i s h a r d ] y t o r e a ] i z e . | ] o V l e v e r , c ] o s e - r a n g e s y s t e n s 0 p e n a
v l i d e  d n d  i r t e r e s t i n g  f i e l d  o f  a p p l i c a t i o n  o f  s o p h i s t i c a t e d  s t a t i s t i c a l  t e s t s .  S o

t h i s  s u b e j c t  s h o u l d  b e  a  n a i n  o b j e c t j v e  f o r  f u r t h e r  s t u d i e s .

2 .  S j g r i f j c a n c e  t e s t i n g  o f  f e s i d u a l s  a t  c h e c k  p o i n t s  a n d  c o n t r o l  p o ' i n t s

I t  i s  a  v l i d e s p r e a d  a n d  u s e f ! 1  p r o c e d u r e  i n  e m p i r i c a l  a c c u r a c y  s t u d i e s  t o  c 0 m p a r e

t h e  s e t  o f  c o o r d i n a t e s  o f  a  p h o t o g r a m m e t r i c  a d i u s t m e r t  v J i t h  t h e i r  " t r ! e "  v a l u e s ,

m o s t l y  o b t a i n e d  b y  m o r e  p r e c i s e  o b s e r v a t i o n  f i e t h o d s .  T h e n  t h e  r . m . s  v a l u e s  o f

t h e  r e s i d u a l s  s e r v e  a s  a b s o l L l t e  a c c u r a c y  ' n e a s u r e s  t o  c h e c k  t h e  p h o t o g r a m m e t r i -

c a l  l y  a c h i  e v e d  a c c u r a c y .

I f  w e  d e n o t e  t h e  e s t i m a t e d  r e s i d u a l  v e c t o r s  a t  c h e c k  p 0 r n t s  a s

, iT
. iT
t 7 '

' " i

aZ t

oiTo i
p L

x t ,

, i r . i
F 1

( 44 )

( r x t ' . . .

( rY1 , . . .

( 1 2 1 , .  .  .

" i  
-  

" i
. .  s  . )P h

, rXpL  )

,A2 " ,  )

i  =  1 ,  . , . ,

i P h  a P h  i P h  -

P L

Pz
e s t i  m a t e d  p h o t o g r a m m e -  ( 4 5 )
t r i  c  c o o r d  i  n a t e s
' t r u e  "  c o o r d  i  n a t e s

t  h e n  t  h e

ifr
r .m .s .  va l  ues

" 2 t 2
,  t z

( 46 )
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! 1 . L e i a a !  / ' i 5 /  h a s  p r o v e d  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  o n l . v  r a n d o m  i n f t u e n c e s  t h e  e s t l m a t o r s
p  ! i ,  p ,  t i ,  p , ü : ,  2 p  r " i  , ,  a . e  i n d e e d  u r b r ' a s e d ,  b u t  n a t  s u f f i c i e n t  e s t i m a t o r s  f o r

t h e  c o r r € s p o n d i n s  p a r t s  o f  ! h e  t r a c e  o f  t h e  v  a  r  i  a  n  c  e  -  c  o  v  a  r  i  a  n  c  e  r i a t r i x  o f  t h e

- . .  5 ,
' i h e  r . m .  s .  e r r o r s  l e s t i ß a t o r s )  a r e  o f t e n  E c c e p t e d  t o  b e  u i b i a s e d  w i t h o u t  a n y  s t a -

t i s t j c a l  i n v e s t i g a t i o n  o r  f r o m  t r e  p l o t s  o f  t h e  r e s i d u a l s  a  s J s t e r n a t i c  d e f o r m a t i o n
i s  s t a t e d  a r  n a t .  r : . i . e l d d r , , / 1 . c , . /  h a s  s h o w n ,  t h a t  a  s o p h i s t i c a t e d  s t a t i s t i c a l  t r e a t -

m e n t  i s  p o s s i b l e  t o  g e t  a  b e t t e r  d e c r ' s i o n  b a s i s .  H e  i n t e r p r e t s  t h e  p h o t o g r a m m e t r i c

a d j u s i m e n t  a s  a n  a d j u s t m e n t  i r  s t e p s  a n d  i s  t h u s  d e r i v i n g  t h e  t e s t  c r i t e r j o n s .

i r  t h e  f o l l o w i n g  t h e  c o r r e s p o n C i n g  t e s t  c r i t e f i o n s  a r e  d e r i v e d  v J i t h  h e l p  o f  t h e

c o n c e p t  o f  t h e  S e n e r a l  l i n e a r  h y p o t h e s r s  ( 2 9 ) ,  Y l h i c h  s e e n l s  t o  b e  a  l i t t l e  b i t

c l e a r e r  a n d  w h i c h  m a k e s  e v i d e n t  a t  t h e  s a m e  t i m e  a  s u i t a b ' l e  c o n p u t a t i o n a l  s t r a t e g y .

l J e  s u p o o s e  t h e  s t a  s r l c a _  i o o o :  ( 2 8 )  a n o  s r a r r  ' r o .  T l e  n , l l - h / p o r h e s _ s  r h a ' l h L

c o m m o n  r e s i d u a l  v e c t o r  d X  =  ( I X  ,  r . Y  , 1 2  )  i s  m  u  I  t  i  -  d  i  m  e  n  s  r '  o  n  a  I  n o r r n a l l y  d i s t r i -

b ! t e d  w i t h  d X - N ( d X ,  o : 4 . . . . ) .  0 . . . ,  i s  t h e  l , l e i g h t  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h e  e s t i -

T h u s  N c  b e c o m e s

f - :  I  ax  =  xS  -  xN'  
P ' p  P ' l  p , 1  p , 1

d  .  s , b - q " a r r _ r y  f o r  r h e  c h e c l  o o ' . t s  o ' d ^  ( s e e  ( l ) )
< < T c T c T ( T

X -  =  ' t r ! e '  c h e c k  p o i n t  c o o r d i n a t e s  v e c t o r  X -  =  ( X ' ,  Y - ,  Z "  )

X '  =  v e c t o r  o f  t h e  a p p r o x i E a t e  v a l u e s  f o r  t h e  c h e c k  p o i r t

c o o r d i n a t e s  r ' r  ( 1 )

M o s t l y X -  - l  -  0  c a n  b e  i n t r o d u c e d .

l - l e n c e  w e  g e t  t h e  t e s t  c r i t e r i o n

T = --8- (48 )^ 2  '
p  o o

-xn  ) )
(4s )

t . e  c h e ( .  p o _ n L  c o o r d  n a t e s  a " e  a . ' B n g e d  a t  t h e  e ' l d  o '  ! r e  c o n -
- - t

\ r e c t o r ,  t h e n  Q ; i  i s  o b t a i n e d  v / i t h o u t  a d d i t i o n a l  e f f o r t  d u r i n g  t h e

o r i z a t i o n  o f  ( A T P A )  -  s e e  S e c t i o r  D 1 .  l J n d e r  H o  T  i s  d ' i s t r i -

n t r a l  F  ( p , r ) . - I h €  p o l r e r  o f  t h e  t e s t  d e p e n d s  o n  t h e  a l t e r n a t i v e

m a - v  b e  c o m p u t e d  a s  m € n t i o n e d  b e f o r e .  M o s t l y  i t  i s  a d v i s a b l e  t o

a t i v e  h y p o t h e s i s  o r  t h e  a s s u n p t i o n  o f  a  p o l y n o m i a l  d e f o r f i a t i o n .

r e j e c t i o n o f  t h e  f u l l - h y p o t h e s i s  s h o u l d  g i v e  r i s e  t o  e x a m j n e  b o t h

p a r a m e t e r  m o d e l  ( o r  e v e n  t o  i n t r o d u c e  s u c h  a  m o d e l  )  a n d  t h e  c o n -

P o i n t  a c c u r a c y .

e e  h o v /  t h e  t e s t  c r i t e r i o n s  f o r  s p e c i a l  c o o r d i n a t e  v e c t o r s ,  e . g ,
r  0 . 7 ,  c a r  b e  d e , ' \ e d ,

D  =  2 ! ,  +  p _  =  t o t a l
r . . . r i r r i  c s

\ 17  )

n = 1oi -qxs-xNI1To", l ta i - txs
= l iPh-xs ;Tq- l1 lPh-xs ; r

I f  i n  m o d e l  ( 1 )

t r j a n g u l a r  f a c t

b u t € d  a s  t i r e  c e

h y p o t h e s i s  a n d

b a  s e  t h e  a l t e r n

t  h e  a d d i t i o n a l

t r o l  a n d  c h e c k

I t  i s  e a s y  t o  s

X ,  Y  i n d e p e f d e n
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; o  o b t a i r  a  b e t t e r  i n s i g h t  i n  t h e  c h a r a c t e r  o f  a  s y s t e m a t i c  d e f o r n r a t i o n  i t  i s

n e c e s s a r y  t o  t e s t  i n d i v i d u a l  q r o u p s  o f  r e s i d u a l s  o r  e v e n  s i r g l e  r e s i d u a l s .  F o r
+ ö c +  - - i t € r i o n s  c a n  a l  s o  b e  d e r i v e d  a s  i t  ! ' J a s  d e m o n s t r a -

t e d  f o r  a d d i t j o n a l  p a r a m e t e r s  i n  s e c r i o n  D 1 .  B u t  n o t i c e  t h e  d i f f i c L r l t i e s  a r i s i n g

w i t h  h i g h  c o r r e l a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  s e t u p .

l :  ' s  a n  u n p _ e a s a r r  e ) p e r _ e ' c e  r f a r  : l e  r a d e o J d ' e  o - e " ' .  i o r  o 4  L o ' l . o  o o ' a t s

d o e s  o f t € n  d i s t u r b  t h e  p h o t o g r a m n e t r i c a l l y  o b t a i n e d  c o o r d i n a t e s ,  t h u s  l e a d i n g
t o  r v r o n g  c o n c l u s i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p  h  o  t  o  g  r  a  m  n r  e  t  r  i  c  a c c u r a c y  p o t e n t i a l ,  T h e

d i s t u r b i n q  i n f ' l  u e n c e  o f  c o n t r o l  p o i n t s  m a y  b e  c a u s e d  r a n d o m l y  o r  s y s t e n a t i c a l l y .

f l o l J e v e r .  a  s t a t i s t i c a l  t r e a t r i e n t  o f  t h e  r e s r d u a l s  a t  c o n t r o l  p o i n t s  i s  a  h € l p f u l

d e v i c e  t o  a r r i v e  a t  b e t t e r  c o n c l u s i o n s  \ 4 i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n t r o l  a c c u r a c J  i n

0 f  c o u r s €  i t  i s  n o t  e ä s y  o r  o f t e n  i n p o s s i b l e  t o  s e p e r a t e  t h e  p h o t o g r a m m e t r i c

€ f f e c t  f r o m  t h e  c o r t r o ' l  i n f l u e n c e  a n d  t o  s e p e r a t e  t h e  r a n d o m  c o n t r o l  e r r o r s  f r o m

l  p  s y s l e m a  : -  r o r  t . o l  e " - o r \ ,  B L l  -  a  s  e  I  '  -  c  a  I  i  o  r  a  r  i  r  g  d d j u s L m e n t  ' s  p e Y { o r m e d

v r e  c a n  a s s u n e  t h a t  t h e  n a i n  p h o t o g r a m m e t r i c  s y s t e n r a t i c  i n f l u e n c e  i s  c o m p e n s a t e d ,

s o  t h a t  t h e  r e s i d u a l s  a t  c o n t r o l  p o i n t s  m t s y  i i d i c B t e  a t  l e a s t  d  p a r t  o f  t h e

o r i g i  n a l  s y s t e m a t i c  c o n t r o l  d e f o r m a t i o n ,

:  c l o b a l  t e s t  o n  t h €  s i ! n i f i c a n c e  o f  c o n t r o l  r e s i d u a l  s  c a n  b e  b a s e d  o n

.  P  D ':  I  d x  =  d x '  ,  d  =  r u ß b e r  o f  c o n t r o l  ( 5 0 )

c o o r d _ . ö t e 5

-  P  -  n ,( 1 0 , t  Y  0 , '  l , l  I  l l  0 e  a S S U r e 0  a S  - ^

l i ! n . a  u , .  n a t  + h !  r c < t  r r i t a . i ^ .

(5r)

w i t h

^ "  ^  T  - I  . "o  :  ( d t r - d / r  ) c ^ ^ ( d , - - d , r  )  ( s 2 )

U n d e r  N _  T  i s  d i s t r i b u t e d  a s  t h e  c e n t r a l  F ( d , r ) .

l l s L r a l l y  t h e  ! / e i g h t  m a t r r ' x  P p  o f  t h e  c o r t r o l  p o i n t  c o o r d i n a t e s  ( s e e ( 1 ) )  l ^ J i l l  b e  a

d i a g o n a l  m a t r i x .  I f  t h €  w e r ' g h t s  d r e  n o t  t o o  s n a l l  t h e n  n O i  -  0 O O  i s  t h e  w e i g h t

c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h €  e s t i m a t e d  c o n t r o l  c o o r d i n a t e s  -  i s  d i a q o n a l  d o n i n a r t ,

i . € .  t h e  c o e f f i c i e n t  c o l u n n s  o f  t h e  c o n t r o l  r e s i d u a l s  d v r  a r e  n o s t l y  o r t h o g o n a l

t o  t h e  o t h e r  u n k n o w n s  o f  s v s t e f i r  ( 1 ) ,  
?

5 0  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t - t e s t  f o r  t h e  t e s t i n g  o f  i n d i v j d u a l  r e s i d u a l s  d x i  v l i t h

a  t y p e  I  e r r o r  s i z e  ; :

- . d
I  -  o  =  ( l  -  J ) "  =  t y p e  I  e r r o r  s i z e  o f  ( 5 3 )

t h e  9 l  o b a l  t e s t  ( 5 0 )

i s  n r o r e  s u c c e s s f ! l l  t h a n  i r  t h e  c d s e s  m e r t i o n e d  b e f o r e ,
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3 ,  S i g n i f i c a n c e  t e s t i n g  o f  c o o r d j r a t e  d i f f e r e n c e s  i n  d e f o r m a t j o n  m e a s u r e n e n t s

T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  p o i n t  m o v e m e n t s  r e q u i r e s  r e p e t i t i v e  o b j e c t  m e a s u r e m e r t s  t o
v a r i o u s  p e r i o d s .  I f  t h e  o b s e r v a t i o n  p r o g r a n  i s  e x ö c t l y  i d e n t i c a l  d u r i r g  t h e
d i f f e r e n t  p e r i o d s  t h e  f i u l  t i v a r i a t e  c o n c e p t  r  s  a n  a p p r o p r i a t e  m o d e l  f o r  p o i n t

e s t i m a t i o n ,  i n t e r v a l  e s t i m a t i o n  a n d  h y p o t h e s e s  t e s t i n g .
G e n e r a l l y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r e p e t i t i v e  o b s e r v a t i o n s  a r e  n o t  i r d e p e n d e n t .  I n  t h r  s
c a s e  t h e  c c v a r j a n c e  r n a t r i x  o f  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  c a n  b e  e s t i n a t e d  i m m e d i a t l y  -  o n
t r €  c o n t r a r y  t o  t h e  u n i v a r i a t e  a d j u s t m e n t ,  | . / h e r e  u s u a l l y  o n l y  t h e  v a r i a n c e  o f
u r i t  l ] r e i g h t  i s  e s t i n a t e d .

F o r  m u l t i v a r i n t e  e s t i m a t i o n  p r o b l e m s  d n d  h y p o t h e s i s  t e s t i n s  s e e  A n d e ! s a n . / 1 / ,
! . . 4  , / : a / .  S t a t i s t i c a l l y  s e e n ,  t h e  m u l t i v a r i a t e  c o n c e p t  i s  t h €  m o s t  g e n e r a l  o n e ,
b u t  i t  r e q u r ' r e s  d e s i g n  m a t r i c e s  l a h i c h  a r e  i d e n t i c a l l y  f o r  e a c h  o b s e r v a t i o n  p e r i o d -

S i n c e  t h i s  i s  a n  e s s e n t i a l  p r a c t i c a l  r e s t r i c t i o n  f o r  p h o t o g r a n m e t r i c  p r o b l e n s  -

o b s e r v a t i o n s  c a n  o n l y  b e  r e j e c t e d  i f  t h i s  i s  d o n e  f o r  t h o s e  b e l o n g i n !  t o ! e t h e r
i r  a l l  p e r i o d s ,  t h e  c a m e r a  s t a t i o n s  a n d  t h e  r o t a t i o n  e l e m e r t s  a r e  n o t  a l l o l v e d  t o
b e  c h a n g e d  -  N e  u s e  a n  u n i v a r i a t e  f i r o d e l  ,  a d a p t e d  t o  t h e  s p e c i a l  s i t u a t i o n  o f
d e f o r m a t i o n  n e a s u r e n e n t s .

U i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  \ a e  r e s t r i c t  o n  t w o  o b s e r v a t i o n  p e r i o d s  I ,  I L  T h u s  w e
g e t  t h e  m o d e l

-  e  =  A I x t  +  A I I x t I  -  l

"=(:1,
" l

r)

l l

l r t

D ( e )  =  D

I  t t I

p - L

( 54  )

( s5 )

; ' , : , )

i)(i

M o d e l  ( 5 4 ) ,  v r h i c h  i  s  a n

t  h e  u n k n o \ ' r n s .  F o r  e x a m p l
g a r d e d  a s  a  j o i n t  v e c t o r
: a r l i + i . n : l

A c c o r d i  n g  t o  t h e  p u r p o s e

h y p o t h e s i  s  ( w i  t h  m o d e l  (

N - :  B  d x  =  l ] v
" 3m,6n 6nr,1 6m.1

e x t e n s i o n  o f  m o d e l  ( 2 8 ) ,  p e r f i i t s  v a r i o u s  a r r a n g e m e n t s  o f

e ,  i h e  s o l u t i o n  v e c t o r  o f  t h e  c o n t r o l  p o i n t s  c a n  b e  r e -

f o r  b o t h  p e r i o d s .  T h e  s a m e  m a y  y i e l d  f o r  t h e  v e c t o r  o f

f  n o  c o f l r m o n  ! n k n o \ , v n s  a r e  ! s e d ,  s y s t e m  ( 5 4 )  c a n  b e  d i v i d e d

o f  n o v e m e n t  d e t e r m i n a t i o n  w €  s e t  u p  t h e  g l o b e l  n u l l  -

5 4 )  a n d  t h e  n o t a t i o n  o f  ( 1 ) )  t o

t ( e )  =  0

n  =  h " m h a r . f  n ^ i n r c
+ .  h a  i . i n t l  !  r a ( + c a

T h e  s t r u c t u r e  o f  B  d e p e n d s  o r  t h e  s e q L r e n c e  o f  t h e  u n k n o v , n s  i n  n r o d e l  ( 5 4 )

. " c r o r  o f  p o  r !  c o o r d i . a r e s  r o  b e  r e s r e d  ' s  a . r a n g e d  _  
i l e

axT  = (dNr t '  dx t t t ,  dY I1 ,  dY I I l  d7Y , '  dz rn ,

d x t l r ' d Y I r ' d Y I I r . d z t r ' d Z u r )

t h e n  B  i s  s t r u c t u r e d  a s

I f  t h e

3r,6m

- l  0 .
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he

T

R

d x  =  v e c t o r  o f  c o o r d i n a t e s

t o  b e  j o i n t l y  t e s t e i .

t e s t  c r i t e r r ' o n  - I  
r e s u l  t s  i r

- R
J m  d ;

-22

b e l  o n g i  n g  t o ! e t h e .  i n p e r i o d  I  a n d IT

T ' ^
( B  Q r r B  )  ( d / r - d , r r - ' i )

d7 t1 ,  . . . ,  dx tm ,  dY In ,  dz lm)  '

' dZ t t t '  . . . !  dX I l n ,  dY l t r ' dZ I I r )

( 5 7  )

( 5 8 )

d ' I  
T

T
dx t t

1ai ,  -a i ,  ,  - rv ;T

1d l r1 '  dY r l  '

( dxu t ' dY r l r

Q " *  =  j o i n t  u / e i 9 h t  c o e f f i c i e n t  ß r a t r i x  o f  t h e  p o i n t  c o o r d i n a t e s  t o
D E  I . A S I E C

l i l o s t l y  \ a '  =  0  h a s  t o  b e  c h o s e n  ( e s p e c j a l l y  i f  e q u a l  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  a r e  u s e d )

A S a i n  e a c h  a d f i i s s i b l e  s u b - h y p o t h e s i s  c a n  b e  t € s t e d .  N e r e  i t  b e c o f i e s  p a r t i c u l a r l y

i m p o r t a n t  t o  t e s t  f o r  s i g n i f i c a n t  d e f o r m a t i o n s  a t  i n d i v i d u a l  p o i n t s  o r  e v e r  a t
s p e c i a l  c o o r d i n a t e s  o f  i n d r ' v i d u a l  p o i r t s .  A f t e r  a l l  v r h a t  h a s  b e e n  s h o w n  b e f o r e
i t  s h o u l d  b e  a n  e a s y  e x e r c i s e  t o  d e r i v e  t h o s e  s p e c i a l  n u l  l - h y p o t h e s e s  a n d  t h e
c 0 r r e s p o n d i n g  t e  s t  c r i t e r i o n s .

0 n  a c c o ! n t  o f  t h e  p u r p o s €  o f  d e f o r m a t i o n  s t u d i e s  i t  b e c o m e s  v e r y  i m p o r t a n t  i n
t h i s  c a s e  t o  a p p l y  c o r r e c t  c o n f i d e n c €  r n t e r v a l s .  H e n c e  t h e  a - p o s t e r i o r i  o r t h o g o -
n a l j z a t i o n  i s  a r  i n d i s p e n s a b l e  d e m a n d  t o  e l  i r n i n a t e  t h e  d i s t u r b i n g  e f f e c t s  o f
h i ! h  c o r r e l a t i o n s .

E ,  C o n c l ! d i n g  r e m a r k s

T h e  r e l a t i v e l y  s ' r a l l  e x t e n s i o n  o f  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  c l o s e - r a n g e  s y s t e m s
o f t e n  e n a b l e s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s o p h i s t i c a t e d  l i n e ä r  m o d e l s ,  e s t i m a t i o n  p r o c e -

d u r e s  a n d  s t a t i s t i c a l  t e c h n i q u e s .  T h i s  f a c t  s h o L r l d  b e  u t i l i z e d  m o r e  t h a n  i t  w a s
d o n e  b y  n o r {  t o  o b t a i n  b e s t  p o s s i b l e  r e s u l t s  w i t h  r e s p e c t  t o  a c c u r a c y  a n d  r e l i a -
b i l i t y .  L i k e  i n  a e r i a l  t r i ä n 9 u l ä t i o n  s y s t e m s  t h e  s  e  I  f  -  c  a  I  r  b  r  a  t  i  n  g  b u n d l e  m e t h o d
c a n  p r o v i d e  f o r  s i g r j f i c a n t  m o d e l  i m p r o v e m e n t s  a n d  t h u s  f o r  r e n a r l a b l e  ö c c u r a c y
e n h a n c e m e n t s r  i f  s u i t a b l e  a n d  h i g h l y  d e v e l o p e d  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r  s e t s  a r e
a p p l i e d ,  a s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  p a p e r  v r i t h  t h e  c o n c e p t  o f  o r t h o 0 o n a l  b i v a r j a t e  p o -

l y n o m i a l  s .  P r a c t i c a l  e x p e r i e n c e s  w i t h  a e r r ' a l  t r i a n g u l a t i o n  s y s t e m s  s n o w  n o w e v e r ,
t h a t  t h e  f u n c t i o n a l  e x t e n s i o n  o f  a  b u n d l e  n ö d e l  b y  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r s  m u s t  b e
a t t e n d e d  b y  c o m p r e h e n s i v e  s t a t j s t i c a l  t e s t  p r o c e d u r e s  t o  p r o t e c t  a - o a i n s t  o v e r -
p  a  r  a  m  e  t  r  i  z  a  t  r '  o  n  .  A c t u a l  l y  s t a t r ' s t i c a l  m e t h o d s  s h o ! l d  f i  n d  m o r e  a t t e n t i  o n  i n  c l  o s e -
r a n g e  a p p l j c a t j o . s ,  e s p e c j a l l y  f o r  t e s t  f i e l d  a n a l y s i s  a n d  i n  d e f o r n a t i o n  m e a s u r e -

A  r e a l l y  v i r g i n  a r e a  b u t  n e v e r t h e l e s s  a  v e r y  i m p o r t a n t  s u b j e c t  i n  c l o s e - r a n g e



p h o t o g r a m m e t r y  j s  t h e  s t ö t i s t i c a l  t r e a t m e n t  o f  r e t i a b i l i t y  p r o b t e m s .
A s  i t  y r ' a s  s h o w n  i n  t h i s  p a p e r  ä  s t a t i s t r ' c a l l y  f o u n d e d  s t r a t e g y  f o r  q r o s s  e r r o r
d e t e c t i 0 n  p r o v i d e s  f o r  a  r e m a r k a b l e  e f f i c i e n c y .
S u i t a b l e  a p p r o a c h e s  f o r  g r o s s  e r r o r  d e t e c t i o n  o n  d  s t a t i s t i c a l  b a s e  a r e  a v a i l a b l
a n d  s h o u l d  o b t a i n  m o r e  a t t e n t i o n  i n  t h e  n e a r  f u t u r e .
i h u s  p h o t o g r a m m e t r i c  c l o s e - r a n g e  s y s t e m s  | . l i l l  r e a c h  a n  a c c u r a c y  s t a n d a r d  a n d  a
r e l i a b i l i t y  l e v e l  \ , r h i c h  p r o v i C e  f o r  o u t s t a n d i n g  r e s u l t s  i n  e a c h  p r a c t i c a l  p r o j e c
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